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Presentacion

Estos apuntes recogen los contenidos de Algebra Lineal para el Grado en Ingenierfa Electrénica,
Industrial y Automatica. El curso comienza con matrices y sistemas de ecuaciones. A partir
de ellos se estudian los espacios vectoriales, las aplicaciones lineales y la diagonalizacién. Los
ultimos temas se dedican al producto escalar, las proyecciones, los minimos cuadrados y las
transformaciones ortogonales.

Los ejemplos de circuitos, sensores y modelos de estado muestran algunas aplicaciones de estos
conceptos. Se han incluido procedimientos en pseudocddigo junto a los calculos a mano. Las
soluciones de los ejercicios estan en el apéndice B y el formulario, en el apéndice C.

Conviene resolver los ejemplos antes de consultar su solucién. Buena parte de los errores se
detecta al sustituir el resultado en las ecuaciones originales, reconstruir un vector a partir de sus
coordenadas o comprobar un producto matricial.

Los vectores se escriben como columnas cuando intervienen en un producto matricial. La notacion
(21,...,xy,) indica sus componentes. AT denota la traspuesta, I la identidad y span{vy, ..., v}
el espacio generado por los vectores indicados. Salvo que se diga lo contrario, trabajaremos sobre
R.
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Tema 1

Matrices, determinantes y sistemas

1.1 Matrices y sistemas de ecuaciones

Una matriz es una tabla rectangular de niimeros. Si tiene m filas y n columnas, su tamano es
m x n. El nimero a;; ocupa la fila 7 y la columna j.

2 -1 0 9% 3
A= R,
(1 3 4) <
Cuando m = n, la matriz es cuadrada. Su diagonal principal contiene a1, ..., ap,. Una matriz

diagonal tiene ceros fuera de esa diagonal; una triangular superior tiene ceros por debajo. La
identidad I,, es diagonal con unos en la diagonal.

Un sistema con m ecuaciones y n incégnitas se escribe
Ax = b, AeR™" zxeR", beR™
La fila i contiene los coeficientes de la ecuacién i; la columna j, los de la incdgnita z;.

Aplicaciéon. Dos corrientes acopladas.

Un modelo sencillo de dos mallas, con resistencias expresadas en ohmios y tensiones en voltios,

da
diy —ig =7, 4 =1\ (i) _ (7
—i1 4 iy = 2. -1 3 ) \iz 2/

Los términos negativos se deben a la resistencia que comparten las dos mallas, con los sentidos de
corriente elegidos. Al resolver se obtiene i3 = 23/11 A e i3 = 15/11 A. Estas corrientes satisfacen
las dos ecuaciones.

1.2 Operaciones con matrices

Dos matrices se suman si tienen el mismo tamano, elemento a elemento. Multiplicar por un
escalar significa multiplicar todas sus entradas por ese nimero.

Para calcular AB, el nimero de columnas de A debe coincidir con el niimero de filas de B:

(m xn)(n x p) — m X p, (AB);; = Z ;i byj.
k=1
Cada entrada es el producto de una fila de A por una columna de B.

Ejemplo 1.1. Multiplicar dos matrices.

Sean

Entonces

_(1-3+2-1 1-04+2-4\ (5 8
AB_<0-3—1-1 0-0—1.4>_<—1 —4)'
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3 6

Al invertir el orden aparece BA = (1 9

). Por tanto, AB # BA.

El producto de matrices es asociativo, (AB)C = A(BC), y distributivo respecto de la suma. No
es conmutativo: AB y BA pueden ser distintos e incluso tener tamanos diferentes.

La traspuesta se obtiene intercambiando filas y columnas. Se cumplen las identidades
(A+B)T=AT+ BT (AB)T=BTAT, (AT =A.
Una matriz cuadrada es simétrica si AT = A.

Orden de los factores.

La cancelacién de factores exige que la matriz correspondiente sea invertible. Tampoco se pueden
desarrollar potencias sin tener en cuenta el orden de los productos. Por ejemplo, (A + B)? =
A% + AB + BA + B?; la forma A% + 2AB + B? requiere AB = BA.

1.3 Eliminacién de Gauss

Para resolver Az = b se trabaja con la matriz ampliada (A | b). Se permiten tres operaciones por
filas:

1. Intercambiar dos filas.
2. Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.
3. Sumar a una fila un multiplo de otra.

Estas operaciones producen sistemas equivalentes. La columna b debe recibir las mismas opera-
ciones que los coeficientes.

La eliminacién de Gauss busca una matriz escalonada: las filas nulas quedan al final y el primer
elemento no nulo de cada fila queda a la derecha del de la fila anterior. Ese elemento es un pivote.
Una vez escalonado el sistema, se despejan las incognitas empezando por la tltima ecuacion. Si
se hacen también ceros por encima de los pivotes y se normalizan a uno, se obtiene la forma
escalonada reducida, propia de Gauss-Jordan.

Ejemplo 1.2. Un sistema de tres incégnitas.

Resolvemos
rTH+y+z=4,
20 —y 4+ 2z =2,
T+ 2y —z=2.

La matriz ampliada se transforma asi:

A . 1 1 1] 4
2 -1 1|2 | === 0 -3 -1 -6
1 2 —1]2 ) R N 1 2|2

Intercambiamos las filas segunda y tercera. Después hacemos F3 < F3 + 3F5:

11 1 4
01 -2| =2
0 0 —-7]-12
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La tltima ecuacién da z = 12/7; la segunda, y = 10/7; la primera, z = 6/7. Como comprobacién,

6 10 12
22 - — 42 =2
A

La sustitucién en las otras dos ecuaciones da también los términos independientes correspondien-
tes.

1.4 Rango y ntiimero de soluciones

El rango de una matriz es el nimero de filas no nulas de una forma escalonada. Equivale al
numero de pivotes y al maximo ntmero de columnas linealmente independientes. Se escribe

rg(A).
0 <rg(A) < min(m,n), rg(A) = rg(AT).

Las operaciones elementales por filas conservan el rango. Para productos compatibles, rg(AB) <
min{rg(4), rg(B)}.

Criterio de Rouché-Frobenius.

En Az = b, con n incégnitas:

Condicién Consecuencia
rg(A) <rg(A|b) Sistema incompatible: no hay solucién.
rg(A) =rg(A|b)=n Compatible determinado: hay una tnica solucién.

rg(A) =rg(A | b) =r <n Compatible indeterminado: hay n — r pardmetros libres.

Sobre R o C, la tltima situacién produce infinitas soluciones.

Unafila [0 -+ 0| ¢] con ¢ # 0 expresa 0 = ¢ y demuestra que no hay solucién. Una fila totalmente
nula corresponde a una ecuacién que no anade ninguna restriccién.

Ejemplo 1.3. Soluciones con dos parametros libres.

Considera x + 2y — z = 3 y 2z + 4y — 2z = 6. La segunda ecuacién repite la primera; el rango es
uno. Hay tres incégnitas y, por tanto, dos parametros libres. Tomando y = sy z = t:

(r,y,2) = (3—2s+1t,s,t) =(3,0,0) + s(—2,1,0) + (1,0, 1).

Cada eleccién de s,t € R produce una solucién.

1.4.1 Sistemas homogéneos

Si b = 0, el sistema siempre admite x = 0. Tiene soluciones no nulas exactamente cuando
rg(A) < n. Las soluciones homogéneas forman un subespacio de dimensién n — rg(A).

Si un sistema no homogéneo es compatible y x;, es una solucién particular, todas sus soluciones
son
T = Tp + Th, Axy = 0.

En efecto, si Ax =by Az, = b, entonces A(z — z,) = 0. El conjunto de soluciones se obtiene,
por tanto, sumando a x, todas las soluciones del sistema homogéneo.
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1.5 Determinantes

El determinante es un escalar asociado a una matriz cuadrada. Es distinto de cero si y solo si sus
columnas son linealmente independientes. Para una matriz de orden dos,

a b
det (c d)ad—bc.

El valor absoluto del determinante mide el factor por el que se multiplican las areas en el plano o
los voltimenes en el espacio. Si es cero, la imagen queda contenida en un subespacio de dimensién
menor.

Para una matriz triangular, el determinante es el producto de la diagonal. En una matriz general
puede triangularse por filas, registrando el efecto de cada operacion:

Operacién Efecto en el determinante
Intercambiar dos filas Cambia el signo.

Multiplicar una fila por ¢ Multiplica el determinante por c.
Fo—F+cF;,i#] No cambia el determinante.

Ejemplo 1.4. Un determinante mediante eliminacion.

2 10
Para A= |4 3 1|, hacemos Fy < Fy — 2F| y después F3 < F3 — 2F5:
0 2 2
2 10 2 10
A— |0 1 1| —1]0 1 1
0 2 2 0 0O

Ninguna operaciéon modifica el determinante. Como la diagonal final contiene un cero, det(A) = 0
y rg(4) = 2.

1.5.1 Cofactores y propiedades

El menor M;; es el determinante que queda al eliminar la fila ¢ y la columna j. Su cofactor es
C;; = (—1)"*7 M;;. El desarrollo por una fila i es

det(A) = Z aijCij.
J=1

También se puede desarrollar por una columna. Conviene elegir una con muchos ceros. La regla
de Sarrus sirve tinicamente en tamafio 3 x 3.

Para matrices cuadradas del mismo tamaifio:

det(AB) = det(A) det(B), det(AT) =det(A4), det(cA) = c"det(A).
En general, det(A + B) no es det(A4) + det(B).
1.6 Matriz inversa

La inversa de A € R™ " es una matriz A~ que cumple AA~! = A1 A = I,,. Existe si y solo si

det(A) #0 <<= rg(A) =n.
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Para calcularla por Gauss-Jordan se aplica cada operacién a toda la matriz (A | I) hasta obtener
(I'| A71). Sino se consigue transformar el bloque izquierdo en I, la matriz no es invertible.

En dimensién dos hay una férmula directa:
b\ 1 (d -b
a J—
(c d) _ad—bc<—c a)’ ad —be # 0.

Ejemplo 1.5. Invertir y comprobar.

Sea A = (i i), con determinante uno. En Gauss-Jordan:

2 110\ (1 1fo 1) (ro[1 -1
1 1|0 1 0 -1|1 -2 0 1]-1 2 )

Se han intercambiado las filas, eliminado la primera columna y normalizado el segundo pivote.

Asi, A7t = <11 _21> Multiplicar AA~! devuelve Is.
Las propiedades esenciales son
1
AB)t=pB7tA! ANt =T det(A™h) = :
(4B) ST =@ e =

La matriz adjunta es adj(A) = (Ci;)7, y permite escribir A~! = adj(A)/ det(A) si det(A) # 0.
Para resolver un sistema concreto suele ser mas eficiente aplicar Gauss directamente que calcular
la inversa.

1.7 Sistemas con parametros

En un sistema con parametros, el rango puede cambiar cuando se anula un pivote. Antes de
dividir por una expresion que dependa del parametro, hay que estudiar por separado sus ceros.

Ejemplo 1.6. Separar los casos especiales.

Considera
Tty =2
T+ ay = 3.

Restar la primera ecuacién a la segunda da (a — 1)y = 1.
» Sia# 1, hay una soluciéon: y =1/(a — 1),z =2—-1/(a — 1).
= Sia=1, aparece 0 = 1: el sistema es incompatible.

Si el segundo término independiente hubiera sido 2, el caso a = 1 tendria infinitas soluciones.
Cuando el determinante se anula, hay que comparar los rangos de la matriz de coeficientes y de
la ampliada.

Procedimiento para un sistema.

Para resolver un sistema se escalona (A | b) y se comprueba si aparece alguna contradiccion. Si
es compatible, se asignan parametros a las variables libres y se despejan las variables pivote por
sustitucién hacia atras.
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1.8 Algoritmos de calculo

En el pseudocddigo, u < v significa «asignar a u el valor de v». Para repite una accién, Si
distingue casos y Devolver indica el resultado. Los indices recorren filas y columnas desde uno.

Algoritmo. Eliminacién de Gauss y rango.

Entrada: matriz M de m filas; n columnas de coeficientes. Si hay un sistema, M = (A | b).

f + 1, lista de pivotes L + @.
Paraj=1,....,n:
Si f > m: terminar el bucle.
Buscar una fila p > f con M,; # 0.
Si no existe: pasar a la siguiente columna.
Intercambiar las filas p y f.
Anadir la columna j a L.
Parai=f+1,...,m:

C(—Mij/ij.
F; < F; — cF sobre toda la fila.
f<f+1

Devolver M escalonada, L y rango r = |L]|.

En cada columna se busca un pivote para eliminar las entradas inferiores. Cuando no hay pivote, se pasa
a la columna siguiente manteniendo la fila actual. En una matriz ampliada, la Gltima columna no se usa
para elegir pivotes de A.

La matriz escalonada debe tener r filas de coeficientes no nulas. Para célculos decimales se usa una
tolerancia y suele elegirse el pivote de mayor valor absoluto entre las filas disponibles; en los ejercicios
exactos, «ceroy significa cero exacto.

Algoritmo. Clasificar y resolver un sistema.

Entrada: Ax = b, con n incégnitas.

Escalonar (A | b) mediante Gauss.

Si aparece [0 --- 0] ¢], ¢ #O:
Devolver «sin soluciony.

7 <— numero de pivotes en las columnas de A.

Asignar un parametro a cada variable sin pivote.

Para cada fila con pivote, desde la tltima hasta la primera:
Sustituir las variables ya conocidas y despejar la variable pivote.

Devolver la solucién; sera tnica si r = n.

La sustitucién hacia atras convierte las ecuaciones escalonadas en valores o expresiones con parametros. Si
hay parametros en los coeficientes, se abren casos antes de dividir por una expresién que pueda anularse.
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Algoritmo. Determinante mediante eliminacion.

Entrada: matriz cuadrada A de orden n.

M+ A; s+ 1.
Paraj=1,...,n:
Buscar p > j con Mp; # 0.
Si no existe: devolver 0.
Si p # j: intercambiar filas y hacer s < —s.
Parai=j+1,...,n:
Fy « F; — (Mi;/Mj;) F}.
Devolver s [[7_, Mj;.

La matriz se triangulariza sin multiplicar filas por escalares, de modo que solo hay que registrar los
cambios de signo. Si se normalizan los pivotes, también deben registrarse los factores usados.

Algoritmo. Inversa por Gauss-Jordan.

Entrada: una matriz cuadrada A de orden n.

M+ (A I,).
Paraj=1,....,n:
Buscar p > j con Mp; # 0.
Si no existe: devolver «no hay inversay.
Intercambiar filas p y j.
Fj — Fj/ij.
Para i # j:
F, + F; — Miij-
Devolver el bloque derecho de M.

Se normalizan los pivotes y se eliminan las entradas superiores e inferiores en los dos bloques. Al terminar,
el bloque izquierdo debe ser I,,. La matriz obtenida a la derecha debe satisfacer AA™! = I,,.
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1.9 Ejercicios

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

2 0
Sean A = (é ? (1)> yB=|1 —1|. Indica los tamafios de AB y BA y calcula ambos.
0 3

g 1) Verifica MM~1 = 1.

Calcula el determinante y la inversa de M = (

Resuelve por Gauss: t +y+2=4,2c —y+2=2, c+2y — 2z = 2.

Clasifica y resuelve x + 2y — z = 1, 2z 4+ 4y — 2z = 2. Después cambia el tltimo 2 por 3 y
vuelve a clasificarlo.

Estudia, segtn a, el sistema x4+ y = 2, x + ay = 2. Da la solucién o la familia de soluciones.

Determina el rango de N = y una expresion de todas las soluciones de Na = 0.

O N =
RN
— N

Un circuito se modela mediante 3i; — 79 = 5, —i; + 29 = 0. Calcula las corrientes y
comprueba ambas ecuaciones.

2 1 -1
Calcula det(T") paraT = [0 —3 4 |. ;Es invertible? ;Cual es det(27")7
0 0 5



Tema 2

Espacios vectoriales, bases y coordenadas

2.1 Espacios vectoriales

Ademads de las ternas de nimeros, también podemos considerar vectores los polinomios, las
matrices o las secuencias de medidas. En todos estos casos estdan definidas una suma y una
multiplicacién por escalares que satisfacen las mismas propiedades.

Un espacio vectorial sobre K es un conjunto con esas dos operaciones. La suma es asociativa y
conmutativa, existe un vector cero y cada vector tiene un opuesto. El producto por escalares
cumple
alu+v) = au+ av, (a + B)u = au + Pu,
a(pu) = (af)u, lu = u.
Los resultados de las operaciones deben permanecer en el conjunto.

Los ejemplos basicos son R™, C", las matrices de un tamano fijo y los polinomios de grado menor
o igual que d, denotados por Py. En Py se incluye el polinomio cero. Los polinomios de grado
exactamente d no forman, en general, un espacio vectorial.

Aplicacién. Superponer senales.

Si u y v son dos secuencias de N muestras, se representan en RV, La combinacién 2u — v también
tiene N muestras. Estas combinaciones aparecen, por ejemplo, al sumar o filtrar senales. Su
interpretacién como superposicién supone que el modelo del dispositivo es lineal.

2.2 Subespacios vectoriales

Un subconjunto U C V es un subespacio si contiene el vector cero y es cerrado para la suma y el
producto por escalares. Estas condiciones pueden reunirse en el siguiente criterio:

U+ a, au+ Bv €U para todo u,v € U, a,8 € K.

Si el conjunto no contiene el cero, no es un subespacio. Esta condicién es necesaria, pero por si
sola no basta.

Ejemplo 2.1. Una restriccion de corrientes.

Sea U = {(i1,12,i3) € R? : iy +iy —i3 = 0}. Contiene al cero. Si dos ternas satisfacen la ecuacion,
también la satisfacen su suma y cualquier multiplo. Por tanto, U es un subespacio.

Despejando i3 = i1 + i9:

(il, 12, ig) = 8(1, 0, 1) + t(O, 1, 1).
La ecuacién describe las corrientes permitidas en un nodo sin inyecciéon externa, con los sentidos
elegidos.

La condicién i1 + ¢2 — 23 = 5 no define un subespacio: el cero no la cumple. Es un conjunto afin,
desplazado respecto del subespacio homogéneo. Tampoco es subespacio la unién de los ejes del
plano: (1,0) y (0,1) pertenecen a ella, pero su suma no.

El conjunto de soluciones de Az = 0 siempre es un subespacio. El conjunto de soluciones de
Ax =b con b # 0, si es no vacio, es una traslacién de ese subespacio.
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2.3 Generadores e independencia lineal

Una combinacién lineal de vy, ..., v tiene la forma
Q101 + - - - + QpUg.

El conjunto de todas esas combinaciones es span{vi,..., v}, llamado espacio generado. Si
coincide con V, los vectores forman un sistema generador de V.

Los vectores son linealmente independientes si
avi+F+opu =0 = a;=---=a=0.

Si existe una relacion con algtin coeficiente no nulo, son dependientes: al menos uno se obtiene
combinando los otros.

Prueba matricial de independencia.

Si M = (v1 --- vg), los vectores son independientes si y solo si rg(M) = k. Esto equivale a que
Mec = 0 tenga tinicamente la solucién ¢ = 0. La pertenencia de b al espacio generado se estudia
resolviendo Mc = b.

Ejemplo 2.2. Detectar una medida redundante.

Sean v; = (1,0,1), v = (0,1,1) y v3 = (2,1,3). Como v3 = 2v; + vg, el tercer vector es una
combinacién de los dos primeros. Los dos primeros son independientes: av; + Svs = 0 obliga a
o = =0 por las dos primeras componentes.

El vector b = (3,—2,1) si pertenece al espacio generado, pues b = 3v; — 2v2. En cambio, (0,0, 1)
no pertenece: todas las combinaciones cumplen z = x + y.

2.4 Bases y dimensién

Una base es una familia de vectores linealmente independientes que genera todo el espacio. En
una base B = (by,...,b,), cada vector tiene una expresién tnica

v=cib1 + -+ cpby.

La columna [v]g = (c1,...,¢c,)T contiene las coordenadas de v en esa base. Las coordenadas se
escriben en el mismo orden que los vectores de la base.

Todas las bases de un espacio de dimensién finita tienen el mismo nimero de vectores. Ese
nimero es su dimensién. Asi, dimR" =n, dimPy; = d + 1 y dim R™*"™ = mn. El espacio {0}
tiene dimensién cero y base vacia.

Ejemplo 2.3. Coordenadas distintas para el mismo vector.

Consideremos en R? la base B = ((1,1), (1, —1)). Para expresar v = (6,2) buscamos cy, ca:

c1 +cy =6,
c1(1,1) + ea(1, ~1) = (6,2) { L
c1 — co = 2.
Se obtiene [v]p = (4,2)7. Se trata del mismo vector (6,2), expresado ahora mediante sus

coordenadas en B.
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Espacios vectoriales, bases y coordenadas

2.4.1 Extraer o completar una base

Si se parte de generadores redundantes, se escalona la matriz que los tiene como columnas y se
identifican las columnas con pivote. Se conservan las columnas correspondientes de la matriz
original. Las operaciones por filas mantienen las relaciones de dependencia entre columnas, pero
pueden cambiar el subespacio que ellas generan.

Para ampliar una familia independiente hasta una base de R™, se anaden vectores que aumenten
el rango. Los vectores candnicos ey, ..., e, proporcionan candidatos sencillos.

Vectores y coordenadas.

La igualdad v = Pglv]p distingue el vector de su columna de coordenadas: Pp contiene los
vectores de la base y permite pasar de unas coordenadas a otras.

2.5 Ecuaciones, parametros y generadores

Un subespacio puede darse de forma implicita, mediante Az = 0, o de forma generada,
mediante x = Mec. Ambas describen el mismo conjunto desde puntos de vista distintos.

2.5.1 De ecuaciones a una base

Se resuelve Az = 0, se elige un pardametro por variable libre y se separa la solucién por parametros.
Los vectores que multiplican a esos parametros forman una base.

Ejemplo 2.4. Dos ecuaciones en cuatro variables.

Sea U C R* definido por z1 +x9 + 23 =0 y x93 — x3 + x4 = 0. Tomamos x3 = s, x4 = t. Entonces
To=8—tyx =—-2s5+1t:
x=s(—2,1,1,0) + ¢t(1,—-1,0,1).

Una base es ((—2,1,1,0),(1,—1,0,1)) y dim U = 2. También se obtiene 4 —rg(A) =4 — 2 = 2.

2.5.2 De generadores a ecuaciones

Si U = Im(M), una forma de obtener sus ecuaciones es calcular los vectores a que satisfacen
MTa = 0. Para cada vector de una base de ese conjunto se escribe a2 = 0. Sobre R, estas
ecuaciones describen exactamente U.

Ejemplo 2.5. Un plano dado por dos vectores.

1 0
ParaM = |0 1|, elsistema M a = 0daa;+as =0, az+as = 0. Podemos elegir a = (-1, —1,1).
1 1

Por tanto,
Span{(la Oa 1)7 (07 la 1)} = {(il?,y, Z) Ty tz= O}

En coordenadas complejas, el tratamiento ortogonal emplea la traspuesta conjugada; aqui el
calculo de ecuaciones se ha planteado sobre R.

2.6 Suma, interseccion y complementos

La interseccion U N W contiene los vectores que pertenecen a ambos subespacios. Se obtiene
imponiendo a la vez sus restricciones.

11



Espacios vectoriales, bases y coordenadas

Lasumaes U+ W = {u+w:u € Uw € W}. Se obtiene juntando generadores de ambos y
eliminando redundancias. La unién U U W es una operacion diferente y, en general, no es un
subespacio.

Las dimensiones cumplen
dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).

La dimensién de la interseccién se resta porque sus vectores pertenecen a los dos subespacios.

La suma es directa, U ® W, si UNW = {0}. En ese caso cada vector de la suma se descompone
de manera tnica como u + w. Si ademéds U @ W =V, se dice que U y W son suplementarios
en V.

Ejemplo 2.6. Dos planos que comparten una recta.

Consideremos en R? los planos U = {z = 0} y W = {y = 0}. Ambos tienen dimensién dos. Su
interseccién es el eje x, de dimensién uno. Por tanto, dim(U+ W) =2+2-1=3y U+ W =R3.
La suma no es directa.

En cambio, U y el eje z son suplementarios. La descomposicién (z,y,z) = (z,y,0) + (0,0, 2) es
Unica.

Si ambos subespacios vienen dados por matrices de generadores, para hallar la interseccién se
resuelve Mya = My 3. Después se reconstruyen los vectores comunes con My« y se extrae una
base de esos resultados.

2.7 Cambios de base

Sean B y C bases de R", y sean Pp y Pc las matrices que tienen sus vectores como columnas en
coordenadas canénicas. Las dos matrices son invertibles.

v = Pglv]p = Po[v]c.

De aqui se obtiene
[vle = Po' Polv]b.

La matriz Py 1 Pg pasa de coordenadas en B a coordenadas en C. La igualdad anterior permite
comprobar el sentido del cambio.

Ejemplo 2.7. Del sistema candénico a una base nueva.

Con B = ((1,1),(1,—1)) y la base canénica E:

(11 L 1(1 1
PB_<1 —1)’ Pp _2<1 —1)'

Asi, [v]p = Pg'[v]g. Para v = (6,2) se recupera (4,2)7. El cambio inverso es [v]g = Pg[v]s.

Las mismas ideas valen para polinomios. En E = (1,,t2), el polinomio 2—3t-+t? tiene coordenadas
(2,-3,1)T. Cada polinomio de una nueva base se representa como una columna en E, y se aplica
la misma férmula.
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2.8 Algoritmos de calculo

Algoritmo. Obtener una base de generadores.

Entrada: vectores vy,..., v en un orden fijado.

M+ (v -+ vg).

Aplicar Gauss a una copia de M.

L + indices de las columnas con pivote.
Devolver los vectores originales v; con j € L.

Las columnas con pivote son independientes y generan el mismo espacio que las columnas iniciales. Por
eso se toman de la matriz original. La base obtenida debe tener rg(M) vectores.

Algoritmo. Base de un subespacio definido por ecuaciones.

Entrada: U = {z € R" : Az = 0}.

Resolver Az = 0 por Gauss.
q < n —rg(A); nombrar los pardmetros t1, ..., %,.
Paraj=1,....q:
Fijar t; = 1 y los demds pardametros a cero.
Reconstruir la solucién u;.
Devolver (u1,...,uq) y dimensién q.

Cada vector corresponde a fijar uno de los pardmetros a uno y los demaés a cero. Si ¢ = 0, la base es vacia
y U = {0}. Los vectores deben satisfacer Au; = 0 y formar una familia de rango g.

Algoritmo. Suma e intersecciéon de subespacios.

Entrada: matrices de bases My y My .

Base de la suma < extraer una base de (My Myw).

Resolver (My — Mw) <g> =0.

Para cada solucién basica (a;, 5;):

Zj MUOZJ'.
Base de la interseccion <— extraer una base de los z;.
Devolver ambas bases.

El sistema iguala una combinacién de vectores de U con otra de vectores de W. Al reconstruir las soluciones
comunes se eliminan los vectores nulos o dependientes. Las dimensiones deben cumplir la férmula de la
suma y la interseccién.

Algoritmo. Coordenadas y cambio de base.

Entrada: un vector v y una base B, o coordenadas ¢ = [v]p y una base de destino C.

Construir P con las columnas de B.
Si se piden coordenadas de v en B:
Resolver Pgc = v; devolver c.
Si se cambia de B a C":
v+ Pgc.
Construir Pg y resolver Pod = v.
Devolver d = [v]¢.

Primero se reconstruye el vector y después se calculan sus coordenadas en la base de destino. Basta
resolver un sistema, sin calcular una inversa. Las dos representaciones deben satisfacer Pgc = Pgd.
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2.9 Ejercicios

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Decide cudles son subespacios: U = {x+y—2=0} CR3 W={zx+y—2=1} CR3y
S = {(x,y) : vy = 0} C R2. Justifica cada respuesta.

Sean v = (1,0,1), v =(0,1,1) y w = (1, 1, 2). Extrae una base de su espacio generado y
escribe (2, —1,1) en esa base.

Halla las coordenadas de (5,1) en B = ((1,1), (1, —1)). Escribe las matrices que convierten
coordenadas de B a las canonicas y viceversa.

ParaU = {z+y+2z=0} y W = {z = 0}, obtiene bases y dimensiones de U, W, UNW y
U + W. ;Es una suma directa?

Calcula una base de las soluciones de x1 + 22 + 23 =0, 20 — 23 + 4 = 0.
En P, considera U = {p : p(0) = p(1) = 0}. Obtén una base y expresa 3t> — 3t en ella.

Completa ((1,1,0),(0,1,1)) hasta una base de R? usando un vector canénico. Indica un
suplementario del plano generado.

Obtén una ecuacién implicita de span{(1,0,1),(0,1,1)}. Usa el pseudocédigo para decidir
si (2,3,4) pertenece a ese subespacio.
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Tema 3

Aplicaciones lineales y modelos matriciales

3.1 Aplicaciones lineales

Una aplicaciéon f : V — W es lineal si respeta las combinaciones lineales:

flau+ pv) = af(u) + Bf(v).

Esta igualdad expresa conjuntamente la aditividad y la compatibilidad con el producto por
escalares. En particular, f(0) = 0. Todas las aplicaciones x — Az son lineales.

La condicién f(0) = 0 permite descartar algunas aplicaciones, pero no basta para demostrar
la linealidad. Por ejemplo, f(x) = x? cumple f(0) = 0 y no es lineal, porque f(2z) = 42 no
coincide con 2f(z).

Ejemplo 3.1. Tres reglas de transformacién.

La aplicacion f(z,y) = (2x — y, 3y) es lineal: cada componente es una combinacién lineal de las
entradas, sin productos entre variables ni términos constantes.

La aplicacién g(z,y) = (2 —y + 1,3y) es afin y no lineal, pues ¢g(0,0) = (1,0). La aplicacién
h(z,y) = (zy,y) tampoco es lineal: h(1,0) + h(0,1) = (0, 1), mientras que h(1,1) = (1,1).
Aplicacién. Un sistema de medida.

En un modelo estatico de medida, x contiene las variables del estado y y = Cx representa las
lecturas de los sensores. Una columna de C indica cémo afecta una variable del estado a todas
las lecturas.

Si hay un desplazamiento de calibracién, el modelo pasa a ser y = Cx + d. Es afin. Al restar el
valor de referencia d, la variaciéon de salida vuelve a depender linealmente de .

3.2 Matriz de una aplicacién lineal

Sea B = (by,...,b,) una base del dominio y C' = (¢q, ..., ¢;) una base del espacio de llegada. La
matriz de f en esas bases se construye con las imagenes de los vectores de B, expresadas en C':

[flees = ([f(b)]c - [f(ba)lc).
Si A es la matriz obtenida, se cumple
[f(v)]le = Alv]p.
La columna j contiene las coordenadas de f(b;) en la base C.

Ejemplo 3.2. De una férmula a una matriz.

Para f : R?® — R? dada por f(z,y,2) = (z + 2y — 2,22 + 4y — 22), en bases canénicas:

f(el) = (172)) f(62) = (2’4)7 f(63) = (_1’ _2)’



Aplicaciones lineales y modelos matriciales

Para la entrada (1,1,0), el producto matricial da A(1,1,0)T = (3,6)T, igual que la férmula de f.

Ejemplo 3.3. Cuando solo conocemos imagenes de una base.

Sea f una aplicacion lineal con f(1,1) = (3,1) y f(1,—1) = (1, —1). Los vectores (1,1) y (1,—1)
forman una base B. En base canoénica de salida:

31 11

La matriz M actia sobre coordenadas en B, no directamente sobre coordenadas candnicas. La

matriz candnica es
2 1
A=MP;! = .

Se comprueba multiplicando A(1,1)T y A(1, —1)T.

3.3 Niucleo e imagen
El nicleo contiene las entradas que se transforman en cero:
ker(f) ={veV: f(v) =0}
La imagen contiene todas las salidas que la aplicacién puede producir:
Im(f) ={f(v):v eV}

Ambos son subespacios, del dominio y del espacio de llegada respectivamente.

Para una matriz A € R"™*™ en bases canodnicas:
ker(A) = {z : Az =0}, Im(A) = span{columnas de A}.
El rango es dim Im(A), y el teorema del rango y la nulidad establece
dimker(A4) +1rg(A) = n.

Si h € ker A, entonces A(z + h) = Az. Por eso, las variaciones de la entrada que pertenecen al
nucleo no modifican la salida.

Ejemplo 3.4. Dos salidas que aportan una sola informacién.

1 2 -1

Para A = (2 4 _9

), el ntcleo se calcula resolviendo x +2y —2=0. Cony =sy z =t

Ker(A) = span{(~2, 1,0, (1,0,1)}.
Las columnas son multiplos de (1,2), asi que
Im(4) = span{(1,2)},  rg(4) = 1.

Se cumple la relacién 2 + 1 = 3 entre nulidad, rango y dimension del dominio. La segunda salida
siempre vale el doble que la primera. Dos sensores con estas ecuaciones no permiten distinguir
las tres componentes de la entrada.
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Aplicaciones lineales y modelos matriciales

3.3.1 Inyectividad, sobreyectividad e inversa

» f es inyectiva si entradas distintas dan salidas distintas. Equivale a ker(f) = {0}.
» f es sobreyectiva si alcanza todo el espacio de llegada. Equivale a Im(f) = W.

= Si cumple ambas condiciones, es un isomorfismo y admite una inversa lineal.
En dimensién finita, para A € R™*™:
f inyectiva <= rg(A) =n, f sobreyectiva <= rg(A) = m.

Si m = n, las dos condiciones son equivalentes a que A sea invertible. Si n > m, la aplicacién no
puede ser inyectiva; si m > n, no puede ser sobreyectiva.

Dos espacios de la misma dimension sobre el mismo cuerpo son isomorfos. Por ejemplo, asignar a
a + bt + ct? sus coeficientes (a, b, ¢) identifica Py con R3.
3.4 Operaciones, composicion e imagenes de subespacios

Las aplicaciones lineales se pueden sumar y multiplicar por escalares cuando tienen el mismo
dominio y espacio de llegada. Las matrices correspondientes se suman o escalan.

Sif:V-oWyg:W — Z, sucomposicién es (go f)(v) = g(f(v)). En bases compatibles:
[g 0 f1=1g]lf]-
El orden del producto es el inverso del orden en que se aplican las transformaciones.

Ejemplo 3.5. Dos etapas de procesamiento.

Sean f(z,y) = (x +2y,y) v g(u,v) = (2u,u + v). Sus matrices son

() ()

El proceso «primero f, después g» tiene matriz

or=(3 3)
En efecto, g(f(z,y)) = (22 + 4y, z + 3y).
Si U = span{uy, ..., u;}, entonces
F(U) = span{f(u),..., f(ur)}.

Aunque los generadores de U sean independientes, sus imagenes pueden ser dependientes o nulas.
Por tanto, una aplicacién lineal puede reducir la dimensiéon de un subespacio.

Para obtener la preimagen de un subespacio Wy = {y : Hy = 0}, se impone HAv = 0.
La notaciéon f~1(Wj) significa «entradas cuya salida pertenece a Wy»; no exige que exista una,
aplicacién inversa.

3.5 Cambio de bases en una aplicacién

Supén que A representa f en unas bases iniciales. Las matrices P y () reconstruyen las coordenadas
antiguas a partir de las nuevas, en el dominio y en la llegada:

Lant = Pxnuew Yant = Qynuev-
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Como Yant = Axant, Se obtiene

Anuev = QilAP‘

El factor P expresa la entrada en las coordenadas antiguas; A aplica la transformacién, y Q!
pasa la salida a las nuevas coordenadas.

Sif:V — V es un endomorfismo y se cambia a la misma base nueva tanto en la entrada como
en la salida, Q = P:
Apuev = PTTAP.

Las matrices relacionadas de este modo se llaman semejantes. Conservan rango, determinante,
traza y polinomio caracteristico. Describen la misma transformacién en distintas coordenadas.

Ejemplo 3.6. Un cambio simultaneo de entrada y salida.

Sea A = <§ (1]> y B=((1,1),(1,-1)). Con P = <i _11>:

1(3 1
_ p—1 i
Ap=P AP—2<1 3).

Para v = (2,0), sus coordenadas en B son (1,1). La matriz nueva produce (2,2) en B, que
reconstruye f(v) = (4,0) mediante P(2,2)7.

Aplicaciéon. Coordenadas de un modelo de estado.

Un sistema discreto se escribe xp 1 = Az + Buyg, yr = Cxg + Duy. Si zp, = Pz, entonces
Zk4+1 :PilAPZk—}-PilBuk, yr = C Pz + Duy.

El cambio modifica las matrices, pero mantiene las relaciones entre entradas y salidas. Una buena
base puede separar modos de evolucion o simplificar los calculos.

3.6 Algoritmos de calculo

Algoritmo. Construir la matriz y estudiar nicleo e imagen.

Entrada: una aplicacion lineal f, base B del dominio y base C' de la llegada.

Paraj=1,...,n:
Calcular f(b;) y obtener a; = [f(b;)]c.
A+ (a1 -+ an).
Base del niicleo < resolver Az = 0.
Base de la imagen < columnas originales de A con pivote.
r + rg(A).
Inyectiva <— (r = n); sobreyectiva < (r = m).
Devolver A, bases y clasificacién.

Las bases calculadas estan expresadas en coordenadas. Para escribir sus vectores en los espacios originales,
se usan las bases B y C| respectivamente. La suma de la nulidad y el rango debe ser n.
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Algoritmo. Cambiar la matriz de una aplicacion.

Entrada: matriz antigua A y matrices de cambio P y Q.

M + AP.

Para cada columna m; de M:
Resolver Qz; = m;.

Anuev — (Zl e Zn)

Devolver A, ey -

Resolver los sistemas por columnas equivale a calcular Q' AP. En un cambio por semejanza se toma
Q = P. El resultado debe cumplir QAyuev = AP.
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3.7 Ejercicios

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Estudia si son lineales f(z,y) = (37 — y,z + 2y), g(x,y) = (22, y) y h(z,y) = (x + 1,y).
Da la matriz cuando proceda.

1 2 -1
2 4 -2
R3 — R? es inyectiva o sobreyectiva.

Para A = (

), calcula bases del nucleo y la imagen. Decide si la aplicacion

La derivacién D : Py — P; asigna D(p) = p’. Escribe su matriz en las bases (1,t,t?) y
(1,%). Calcula nicleo e imagen.

Sean f(z,y) = (x 4+ y,y) vy 9(z,y) = (2x,y — z). Calcula las matrices de go f y fog.

Una aplicacién lineal cumple f(1,1) = (3,1) y f(1,—1) = (1, —1). Obtén su matriz canénica
y calcula f(2,3).

Expresa A = diag(2,1) en la base B = ((1,1), (1,—1)). Verifica AP = PAp.
Sea f(z,y,2) = (r +y,2) y W = span{(1,0)} C R% Calcula f~*(W) y su dimensién.

1
Una matriz de medida es C = 0 (1) 8 . { Qué variaciones del estado pasan inadvertidas?

i Cuantas componentes independientes de la salida se obtienen?
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Tema 4

Autovalores, diagonalizaciéon y Jordan

4.1 Autovalores y autovectores

Sea A una matriz cuadrada. Un vector v # 0 es un autovector de A si existe un escalar A\ tal
que
Av = .

El escalar X se llama autovalor. La recta generada por v es invariante, y sobre ella la transfor-
macion equivale a multiplicar por A. Si A = 0, el vector pertenece al nticleo; si A < 0 es real, la
imagen tiene sentido contrario.

Para calcular los autovalores se escribe (A — Al )v = 0. La existencia de una solucién no nula
exige que la matriz sea singular:

pa(\) = det(AT — A) = 0.

Se llama polinomio caracteristico. Usar det(A — AI) cambia, a lo sumo, un signo global y da
las mismas raices. Fijaremos la primera convencién.

Ejemplo 4.1. Dos modos de una transformacién.

2 1 .
Sea A = (1 2>. Se obtiene

paA)=(A=2°—-1=A-3)(A-1).
Para A = 3, resolver (A —3I)v =0 da x = y: los autovectores son los multiplos no nulos de (1,1).
Para A = 1, resulta = —y: son los multiplos no nulos de (1, —1).
Asi, una componente comun a las dos entradas se multiplica por tres y una componente de
diferencia se conserva. Basta comprobar A(1,1)T =3(1,1)T y A(1,-1)T = (1,-1)T.
El autoespacio de A es E) = ker(A — AI) e incluye el cero. Un autovector nunca es cero. Los
autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.

Los autovalores de una matriz triangular son sus entradas diagonales. Ademas, contando multi-
plicidades sobre C,

tr(A) =) "A;,  det(A) = ﬁ Aj.
j=1

J=1

La suma y el producto de las raices deben coincidir, respectivamente, con la traza y el determi-
nante.

4.2 Diagonalizacién

Una matriz A es diagonalizable sobre K si existe una base de autovectores con componentes
en K. Al reunirlos como columnas de P y ordenar sus autovalores del mismo modo:

AP = PD, A=PDP ! D = diag(\1, ..., \n).

Cada columna de AP = PD expresa una ecuaciéon de autovector.
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La multiplicidad algebraica m,()) es el ntimero de veces que A aparece como raiz del polinomio
caracteristico. La multiplicidad geométrica m,()) es dim F). Siempre se cumple

1 <mg(A) <mg(N).

Criterio completo de diagonalizacién.

A es diagonalizable sobre K si su polinomio caracteristico se descompone en factores lineales
sobre Ky mgy(\) = mq(\) para cada autovalor.

Si tiene n autovalores distintos en K, es diagonalizable. Si un autovalor es repetido, hay que
calcular la dimensién de su autoespacio para decidir si la matriz es diagonalizable.

Ejemplo 4.2. La misma multiplicidad, dos comportamientos.

2 0 2 1
Al_(o 2)’ A2_<0 2)

tienen polinomio (A — 2)2. Para Ay, el autoespacio es todo R?, de dimensién dos. Para As, la
ecuacién (Ag — 21)v = 0 impone y = 0: su dimensién es uno. La primera es diagonalizable y la
segunda no.

Las matrices

4.2.1 Diagonalizaciéon sobre R y sobre C

0 —1 .
La matriz R = 10 gira el plano un cuarto de vuelta. Su polinomio es A% + 1, sin raices

reales. No es diagonalizable sobre R. Sobre C tiene autovalores ¢ y —i, distintos, y si se diagonaliza.
El apéndice A repasa las operaciones con complejos.

4.3 Subespacios invariantes

Un subespacio U es invariante por A si Au € U para todo v € U. Para comprobarlo basta
aplicar A a los vectores de una base de U y comprobar que sus imégenes pertenecen a U.

Si M contiene una base de U, la condicién se expresa como
AM = MH

para alguna matriz cuadrada H. Esa matriz representa la accion de A dentro de U. Cada
autoespacio es invariante. Si todo el espacio se descompone como suma directa de subespacios
invariantes, la matriz en las bases reunidas queda formada por bloques diagonales.

Ejemplo 4.3. Una direccién conservada.

0 2
(1,2)7 sale de él.

Para A = (2 1), el eje = es invariante porque A(z,0)T = (2,0)T. El eje y no lo es: A(0,1)T =

4.4 Forma de Jordan

Si el polinomio caracteristico se descompone en factores lineales, siempre existe una base que
lleva A a una forma de Jordan. Sobre C, esta condicién se cumple para toda matriz cuadrada.
Sobre R se requiere que todos los autovalores sean reales.
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Un bloque de tamano s es

A1 0 0
0 X 1 R
JsA)=1: - -~ .
0 0o x 1
0 0 A

Cuando s = 1, el bloque es simplemente (\). Una matriz diagonal es una forma de Jordan en la
que todos los bloques tienen tamano uno.

Para un autovalor fijo, escribimos N = A — Al. Una cadena de Jordan de longitud s consta de
vectores que cumplen

Nv1:0, NUQZ’Ul, ey N’l)SZ’l)S_l.

El primer vector es un autovector; los siguientes son autovectores generalizados. Con este orden
de columnas se obtiene el bloque con unos encima de la diagonal.

Ejemplo 4.4. Construir una cadena de longitud dos.

0 2
resolvemos Nwvy = vy: sirve vy = (0, 1).

30 2 1
P_<0 1), J_<O 2), AP = PJ.

Asi se obtiene A = PJP~!. En este ejemplo basta elegir v; y resolver Nvy = vy. Para cadenas
mas largas, la eleccién de v; debe permitir que los sistemas siguientes sean compatibles.

Sea A = (2 3) y N = A —2]. Elegimos v; = (3,0), que cumple Nv; = 0. Para hallar vo

4.4.1 Contar los bloques mediante niicleos
Para un autovalor A, definimos
Ky =ker(A — A\I)*, ds = dim K, do = 0.

Cuando las dimensiones se estabilizan, su valor es mg(\). Si £ es el primer indice con dy = dyy1,
el mayor bloque de A tiene tamafo 4.

La diferencia ds — ds_1 cuenta los bloques de tamano al menos s. Por tanto,
bloques de tamafio exactamente s = 2ds — ds—1 — ds41-
Se toma dgy1 = dy. En particular, di = mgy(\) es el niimero total de bloques de ese autovalor.

Ejemplo 4.5. Decidir entre las formas de tamaiio tres.

Si un dnico autovalor A tiene multiplicidad algebraica tres, hay estas posibilidades:

di do Bloques

3 3 1+41+1
2 3 2+1
1 2 3

Por ejemplo, di = 2 significa que hay dos bloques. Como deben ocupar tres posiciones, sus
tamarfios son dos y uno.
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4.5 Potencias de matrices

Si A= PDP™!, las potencias intermedias de P se cancelan y
A¥ = ppDFp=l. DF =diag(\F,... M), k> o0.

En un bloque J = AI + N, con N* = 0, se puede aplicar el binomio de Newton porque A\l y N

conmutan:
min(k,s—1) L
k k—r arr
= A N'.
r=x ()

Se entiende JO = I y, en esta férmula polinémica, 0° = 1. Asf también se cubre el caso A = 0, sin
introducir potencias negativas.

Ejemplo 4.6. Una potencia con acoplamiento.

_ (21 2 _
ParaJ-(O 2>,conN =0,

2k g2kl
k _
J_<O 2k>, k> 1.

1
El factor k aparece por la cadena de Jordan. Si el autovalor es cero, el bloque (8 0) tiene

cuadrado cero y todas sus potencias desde la segunda son nulas.

Aplicacién. Modos de un sistema discreto.

En un sistema sin entrada, z;, = Az, implica x, = A*z. Si A= PDP~!y x), = Pz, cada
coordenada satisface

k1 = AjZj ke
Un modo con |Aj| < 1 decae; si |Aj| > 1, puede crecer. Si |\;j| = 1, los bloques de Jordan requieren
atencion: pueden introducir factores como k.

0.8 0.1
0.1 0.8
decaen. Desde zp = (1,0):

Por ejemplo, A = tiene modos (1,1) y (1,—1), con autovalores 0.9 y 0.7. Ambos

o, =40.95(1, 1) + 10751, -1)T.

Para que A¥zy — 0 para todo estado inicial, el criterio exacto es que todos los autovalores
tengan moédulo menor que uno.
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4.6 Algoritmos de calculo

Algoritmo. Autovalores y diagonalizacidén.

Entrada: matriz cuadrada A de orden n y cuerpo K.

Calcular y factorizar p4(t) = det(t] — A).

Si no se descompone en factores lineales en K:
Devolver «no es diagonalizable sobre K.
Lista de vectores B < &; lista de valores L + @.

Para cada autovalor distinto A:
Obtener una base de ker(A — AI') por Gauss.
Si su tamaifio es menor que m,(\):
Devolver «no es diagonalizabley.
Anadir esa base a B y repetir A en L por cada vector.
P <+ columnas de B; D < diag(L).
Devolver Py D.

Se retinen las bases de los autoespacios hasta obtener n autovectores independientes. Sus autovalores se
colocan en D en el mismo orden. Se comprueban rg(P) =ny AP = PD.

Algoritmo. Tamanos de los bloques de Jordan.

Entrada: matriz A y un autovalor .

N+ A= M;dy+ 0; s+ 1.
Calcular dg < n — rg(N°®).
Mientras ds < mq(A):
s < s+ 1 y calcular ds.
0« S, dg.H — d(.
Paras=1,...,¢
bs — 2d€ - ds—l - ds+1-
Devolver b, bloques de tamano s, para cada s.

Las diferencias entre dimensiones sucesivas permiten contar los bloques de cada tamano. Deben cumplirse

Yosbs =diy Y, sbs = mge(A). El algoritmo determina los tamanos de los bloques; la matriz P se
construye a continuacién.
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Algoritmo. Construir una base de Jordan.

Entrada: A cuyo polinomio se descompone en factores lineales sobre K.

Lista de columnas B < &; lista de bloques L + &.
Para cada autovalor A:
N < A — M, calcular £ con el algoritmo anterior.
Obtener bases de K, = ker N°, para s =1,...,/.
Ko+ {0}, Kg+1 +— K.
Paras=/¢,¢(—-1,...,1:
Extraer una base S de Ks_1 + N(Ks41).
Completar S hasta una base de K.
Para cada vector anadido w:
Afiadir a B la cadena (N*tw, ..., Nw,w).
Anadir Jg(A) a L.
P + columnas de B; J < bloques de L en la diagonal.
Devolver Py J.

Los vectores de K _; solo alcanzan cadenas mds cortas; los de N(K;;1) provienen de cadenas més
largas. Al completar su suma dentro de K, se seleccionan los extremos que aportan bloques de longitud
exactamente s.

La operacién «completary se realiza anadiendo vectores de una base de K cuando aumentan el rango.
Para obtener N (K1), se aplica N a una base de K1 y se eliminan resultados redundantes. Al reunir
las cadenas se deben obtener rg(P) = n y AP = PJ. En ejercicios pequenos puede construirse cada
cadena mediante sistemas Nv;;1 = v;, siempre comprobando que son compatibles.

Algoritmo. Potencia de una matriz.

Entrada: A = PJP~! y entero k > 0; se admite J = D diagonal.

Si k = 0: devolver 1.
Para cada bloque Js(X) de J:

N — Jg(A) — M.

H o« Y mintkos=1) (k) \k—r yr,

Colocar H en el bloque correspondiente de J*.
Devolver PJ*P~1.

En cada bloque solo intervienen las potencias de A y las primeras potencias de la matriz nilpotente. Los
casos k =1y k = 2 permiten comprobar la férmula.
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4.7 Ejercicios

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Diagonaliza A = (? ;) y calcula A3.

Decide cudles son diagonalizables sobre R: diag(2, 2), <(2) ;) y (g) _01> . Repite la ultima
sobre C.

110
Calcula autovalores y una base de cada autoespaciode A= [0 2 0. Construye Py D.
0 0 2

Obtén una base de Jordan para A = (g g) y una férmula para A%, k> 1.

Un autovalor tiene multiplicidad algebraica seis y dy = 3, d2 = 5, d3 = 6. Determina sus
bloques de Jordan.

Para N = , calcula N2, N3 y los ntcleos de N, N? y N3.

o O O

1
0
0

o = O

: 1
Estudia si todos los estados iniciales de x;4+1 = Axy convergen a cero para A = (8 ? 8 8).

Calcula xj, desde zp = (1,0).

Sea A = (1) 1) Comprueba que U = span{(1,0)} es invariante. Calcula A*(0,1)7 y

explica por qué el autovalor uno no garantiza estados acotados.
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Tema 5

Producto escalar, proyecciones
y ajuste de datos

5.1 Producto escalar y matriz de Gram

Un producto escalar real asigna un nimero (u,v) a dos vectores. Es bilineal, simétrico y
definido positivo:

(u,v) = (v,u), (v,v) >0 siv#0.
La bilinealidad permite distribuir sumas y extraer escalares en cada entrada. En R™, el producto

usual es
n

(u,v) =u'v = Zujvj.

j=1
En una base B, cualquier producto escalar real se representa como
(u,v) = WlEGple,  (GB)ij = (bibs) -

Esta matriz de Gram Gp es simétrica y definida positiva. Si las columnas de P representan
una base nueva en la antigua:
-
Gnueva =P GantiguaP-

En particular, si el producto antiguo es el usual y la base antigua es la canénica, Gpueva = P P.

Ejemplo 5.1. Las coordenadas no siempre usan el producto usual.

En la base B = ((1,0),(1,1)) del plano euclideo,

(11 o1, (11
(L) (1)

Los vectores de coordenadas (1,0) y (0,1) corresponden a (1,0) y (1, 1): su producto es uno, no
cero. Para calcular el producto a partir de estas coordenadas hay que usar G, pues la base no
es ortonormal.

También pueden definirse productos ponderados, como (u,v), = u' Gv con G = diag(2,1). La
primera componente tiene mayor peso. Una matriz simétrica que no sea definida positiva no sirve
para definir un producto escalar.
5.2 Norma, distancia y angulo
La longitud asociada al producto escalar es
[oll = /{v,v),  d(u,v) = Jlu—wv]|.

La norma solo es cero para el vector cero y cumple ||av|| = || ||v||. Las desigualdades bésicas son

[ (u,v) | < flull[lv]l  (Cauchy-Schwarz), —[lu+v|| < [lul| + [[v]| (triangular).

Para vectores no nulos, el dngulo 6 € [0, 7] se obtiene de




Producto escalar, proyecciones y ajuste de datos

Dos vectores son ortogonales si su producto es cero. Cuando u L v, se cumple |Ju+ v||* =
la® + o).

Ejemplo 5.2. Longitud y angulo.

Para v = (1,1,0) y v = (1,0, 1), usando el producto usual, (u,v) = 1 y ambas normas son /2.
Por tanto cosf = 1/2 y § = /3. Su distancia es ||(0,1, —1)|| = v/2.

5.3 Bases ortonormales y Gram-Schmidt

Una familia de vectores no nulos y mutuamente ortogonales es linealmente independiente. Si,

ademads, todos tienen norma uno, es ortonormal. En una base ortonormal (g1, ..., q,):
n
v=">{g,v) 4
Jj=1

Las coordenadas se obtienen con productos escalares. En el producto usual, la matriz ) de una
base ortonormal satisface QTQ =Ty Q ' =Q".

El proceso de Gram-Schmidt obtiene una base ortonormal a partir de una base cualquiera. A
cada vector se le restan sus proyecciones sobre los vectores ya ortonormalizados:

wj

wj =vj =Y {40 q, = Jw; |’
i<y !

Si la familia inicial es independiente, w; # 0 en cada paso. Si contiene redundancias, los residuos
nulos se descartan.

Ejemplo 5.3. Dos vectores de un plano.

Partimos de v; = (1,1,0) y v = (1,0, 1). Primero,

1
@ =—(1,1,0).

V2
Después,
we = vy — {q1,v2) 1 = (1,0,1) — 1(1,1,0) = 3(1,-1,2).

Como ||ws|| = v/6/2, resulta
1
= (1,
P \/6(

Ambos tienen norma uno, su producto es cero y generan el mismo plano que los vectores iniciales.

~1,2).

5.4 Complemento ortogonal y proyecciéon

Para un subespacio U, su complemento ortogonal es
Ut = {w: (u,w) = 0 para todo u € U}.

En dimensién finita, V =U @ UL y dimU+ = dim V — dim U. Cada vector se descompone de
forma tinica como
v=p-+r, peU, reUt.

El vector p es la proyecciéon ortogonal de v sobre U.
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Con una base ortonormal (qi,...,q,) de U:

r

projy (v) = > (¢j,v) 5.

j=1
Sobre una recta generada por un vector u # 0, no necesariamente unitario:

(u,v)

projspan{u}(v) = <’LL u>
)
v
r=v-—p
> > U
p

Ejemplo 5.4. El punto mas cercano de un plano.

Sea U = {(z,y,2) rx+y+2z=0}yv=(21,0). El vector n = (1,1,1) es normal al plano.
Primero se obtiene la parte perpendicular:
T
v'n 3
T = mn = g(]., 1, 1) = (1, 1, ].)
Por tanto, p =v —r = (1,0, —1). Se comprueba que p € U y que 7 es perpendicular a todos los
vectores de U. La distancia de v a U es ||r|| = v/3.

5.4.1 La matriz de una proyeccién

Para el producto usual, si las columnas de @ son una base ortonormal de U:
Iy = QQ".
Si las columnas de M son una base cualquiera de U:
My =MM"™M)"'MT.

La independencia de las columnas garantiza que M M es invertible. Si son generadores depen-
dientes, se extrae primero una base.

La matriz de una proyeccién ortogonal cumple 117, = Iy y HE = Ily. La primera igualdad
expresa que la proyeccién deja fijos los vectores de U; la segunda, que la matriz es simétrica. Su
imagen es U y su nticleo U™,

Si el producto se define mediante G, en lugar del producto usual, la formula pasa a ser
Iy =M(M'GM)'M'G.

En ese caso puede no ser simétrica en el sentido usual, pero cumple H(T]G = Glly.

5.4.2 Por qué la proyeccion minimiza la distancia

Para cualquier u € U, se tiene v —u = r + (p — u) con componentes ortogonales. Por Pitagoras:
2 2 2 2
lo—ull” = [Ir|" + [lp — w[” = |Ir[|”.
La igualdad se alcanza tnicamente cuando u = p. Asi,
d(v,U) = |lv = projy (v)]| -

Para un conjunto afin a + U, se proyecta primero v — a sobre U y se suma a al resultado.
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5.5 Minimos cuadrados

Si Az = b no tiene solucién, el método de minimos cuadrados busca un vector Z que minimice
2
||Az — b||”.

El vector AZ es la proyeccién de b sobre el espacio de columnas de A. El residuo r = b — AZ debe
ser ortogonal a cada columna:

ATr=0 <« ATAz=A"b.
Estas son las ecuaciones normales.

Existencia y unicidad.

Las ecuaciones normales siempre tienen solucién. Si A tiene columnas independientes, AT A es
invertible y el minimizador es tnico:

T=(ATA)TATh.

Si las columnas son dependientes, hay varios minimizadores: a uno se le puede sumar cualquier
vector de ker A. Todos producen la misma salida ajustada AZ y el mismo residuo.

Ejemplo 5.5. Tres medidas y dos incégnitas.

Intentamos resolver x =1, y =2, x +y = 4:
10 1
A=10 1|, b=1]2
11 4

Las dos primeras ecuaciones darian = 4+ y = 3, de modo que el sistema es incompatible. Las

960

Se obtiene (Z,y) = (4/3,7/3). El residuo es

ecuaciones normales son

r=(-1/3,-1/3,1/3)T,  ATr=(0,0)T.

. 2 . .z . 7 .
El error minimo al cuadrado es ||r||” = 1/3. Ninguna otra eleccién de las dos incdgnitas produce
una suma de cuadrados menor.

5.5.1 Ajustar una recta a datos

Para datos (t;,y;), un modelo y ~ a + bt conduce a

A= ) x:(a,b)T, y:(ylaw-aym)T-

Las ecuaciones normales quedan

(5 ()= ()
St t2)\b)  \Xtiwi)”
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Hay un ajuste tnico si los ¢; no son todos iguales.

Aplicaciéon. Calibrar un sensor.

Las medidas (0,1), (1,2) y (2,2) no estan exactamente alineadas. El ajuste y ~ a + bt satisface

(£ 5 -

La recta estima una salida de 7/6 en la referencia ¢ = 0 y un incremento de 1/2 por unidad de
entrada. Los residuos son (—1/6,1/3,—1/6) y el error al cuadrado es 1/6. El ajuste resume estas
medidas; su utilidad fuera del intervalo medido depende del modelo fisico.

5.5.2 Factorizacién QR

Si A tiene n columnas independientes, Gram-Schmidt permite escribir

A=QR, Q'Q=1I,

donde @ tiene columnas ortonormales y R es triangular superior invertible. Entonces el minimo
se obtiene resolviendo

Rz =QTb.
Este procedimiento evita formar AT A. En célculo numérico suele ser preferible a las ecuaciones
normales; las implementaciones emplean algoritmos estables de factorizacién QR.

5.6 Algoritmos de calculo

Algoritmo. Gram-Schmidt con normalizacién.

Entrada: vectores vy, ..., v y producto escalar elegido.
Lista B < @.
Para j=1,...,k:

w <— Vj.

Para cada ¢ de B:
w < w — {g,w)q.
Si ||w]| # 0: afiadir w/ [|w|| a B.
Devolver B.

Se restan las proyecciones sobre los vectores ya obtenidos. Si el residuo es cero, el vector inicial era
dependiente de los anteriores. Para un producto de matriz G se calcula ¢" Gw. La familia obtenida debe ser
ortonormal y generar el espacio inicial. Con ntimeros decimales, se compara la norma con una tolerancia.

Algoritmo. Proyeccién y distancia a un subespacio.

Entrada: vector v, base de U y producto escalar.

Obtener una base ortonormal (g1, ...,q,) por Gram-Schmidt.
p+ 0.
Paraj=1,...,r:
p+p+{gv) g
e« v—p;d<|el.
Devolver p, e y d.

La suma de proyecciones proporciona la componente de v en U. Si U = {0}, la suma es vacia y p = 0.
Deben cumplirse p € U y (g;,e) = 0 para todos los vectores de la base.
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Algoritmo. Minimos cuadrados por ecuaciones normales.

Entrada: matriz real A y vector b, con tamafios compatibles.

H+— ATA; ¢+ Ab.

Resolver Hx = ¢ mediante Gauss.

Elegir una solucién Z.

r < b— AZ.

Devolver Z, AZ, r y ||r|*.

Las ecuaciones normales hacen que el residuo sea perpendicular a las columnas de A. Si aparecen variables
libres, los minimizadores se describen sumando ker A a una solucién particular. En todos los casos debe

cumplirse ATr = 0. Para datos decimales sensibles, se prefiere QR.

Algoritmo. QR y minimos cuadrados con columnas independientes.

Entrada: A = (a; --- a,) con rango n y vector b.
R+ 0.
Paraj=1,...,n:

w < aj.

Para:i=1,...,7 — 1
T,
Tij < @; Wy W < W — T4;4;.
rji < llwl; g5 < w/T’%j-
Q<+ (@1 =+ gn);c Q'
Resolver RT = ¢ por sustitucién hacia atras.

Devolver Q, Ry .

Los coeficientes de las proyecciones y las normas de los residuos se guardan en R. Como las columnas son
independientes, 7;; # 0 en célculo exacto. Se verifican A = QR, QTQ =1y AT(b— AZ) = 0.
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5.7 Ejercicios

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Para v = (1,1,0) y v = (1,0,1), calcula producto, normas, distancia y angulo con el
producto usual.

Aplica Gram-Schmidt a v; = (1,1,0) y v2 = (1,0, 1). Verifica la ortonormalidad.
Obtén la proyeccion de (3, 1) sobre la recta span{(1,1)} y la distancia a ella.

Para U = {x + y + z = 0}, calcula la matriz de proyeccién ortogonal y proyecta (2,1,0).
Verifica 112 = II.

Resuelve por minimos cuadrados = = 1, y = 2, x + y = 4. Comprueba la ortogonalidad del
residuo.

Ajusta y = a+ bt a (0,1), (1,2) y (2,2). Calcula las predicciones y la suma de cuadrados
de los residuos.

Con (u,v); = u'Gv y G = diag(2,1), proyecta (1,0) sobre span{(1,1)}. Calcula la

distancia usando este producto.

Obtén una factorizaciéon QR reducida de A = . Usa R para ajustar Az ~ (1,2,0)7.

S = =
=
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Tema 6

Matrices simétricas y
transformaciones ortogonales

6.1 Diagonalizacién de matrices simétricas
Una matriz real A es simétrica si AT = A. El teorema espectral asegura:
= Todos sus autovalores son reales.
= Los autoespacios de autovalores distintos son ortogonales.
= Existe una base ortonormal de autovectores.
Por tanto, se puede elegir una matriz ortogonal @) tal que
QTAQ = D, A=QDQT, QTQ=1.

Si un autovalor es repetido, se ortonormaliza una base de su autoespacio. Todos los bloques de
Jordan tienen, por tanto, tamafio uno.

Ejemplo 6.1. Diagonalizar conservando la geometria.

Para A = (

21
), los autovectores (1,1) y (1,—1) son ortogonales. Al normalizar:

12
1 (11 30
=7l ) o)

Se verifica QTQ =1 y AQ = QD. En estas coordenadas la transformacién estira una direccién
por un factor tres y conserva la direcciéon perpendicular.

Si se trabaja con un producto escalar de matriz GG, la condicion de que el endomorfismo sea
simétrico respecto de ese producto es

ATG = GA.
La matriz puede no ser simétrica en una base cualquiera. En una base ortonormal para ese
producto si lo es. La condicién de simetria depende asi del producto escalar y de la base en la
que se escribe la matriz.
6.2 Formas cuadraticas y signo
Una expresiéon cuadratica se representa como

q(z) = 2T Az

con A simétrica. Los términos cruzados se reparten entre dos entradas: azx? + 2bxiwo + cx3

corresponde a a b
P b ¢’

Siz=Qzy QTAQ = D, entonces
q(z) = M22 + -+ M2l

La clasificaciéon de la forma cuadratica depende del signo de los autovalores:
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Autovalores Tipo de forma
Todos positivos Definida positiva: ¢(z) > 0 para x # 0.
Todos negativos Definida negativa.

No negativos, con alguno cero Semidefinida positiva, no definida.
No positivos, con alguno cero  Semidefinida negativa, no definida.
Hay positivos y negativos Indefinida.

La forma cero es semidefinida positiva y negativa. Para una matriz simétrica real, también puede
comprobarse la positividad con el criterio de Sylvester: todos los menores principales iniciales,
de 6rdenes 1,...,n, deben ser positivos.

Aplicacién. Una medida de energia.

Un modelo cuadréatico E(x) = %:J:TH x con H simétrica definida positiva asigna energia positiva
a todo estado no nulo. En coordenadas ortonormales de autovectores:

E(z) = %Z )\jz]z.
J

2 1 L
Para H = 1 9 los pesos son tres y uno. Cambiar de coordenadas elimina el término cruzado,

pero conserva el valor de la energia.

6.3 Transformaciones ortogonales
Una matriz real cuadrada () es ortogonal si
QTQ=1
Sus columnas forman una base ortonormal y @~ = Q. Conserva el producto usual:
(Qu)T(Qu) =uTv.

Por tanto, conserva normas, distancias y angulos. Ademas, det Q = £1. El signo distingue si
conserva o invierte la orientacién.

La inversa y el producto de matrices ortogonales son ortogonales. Sus autovalores, considerados
sobre C, tienen médulo uno. Si un autovalor es real, vale 1 o —1.

Simetria y ortogonalidad.

Ser simétrica no equivale a ser ortogonal. La matriz diag(2, 1) es simétrica y duplica la longitud
de los vectores del eje x. La matriz de un giro de dngulo 7/3 es ortogonal y no es simétrica.

Para un producto de matriz G, conservar la geometria exige QTGQ = G. La condicién QTQ = I
corresponde al producto usual en coordenadas candnicas o en una base ortonormal.

6.4 Giros y reflexiones en el plano

Un giro de dngulo 6 en sentido antihorario tiene matriz
cosf) —sinf
Rog=1". :
o (sm 0 cosd >
Cumple det Ry =1y Ry ! = R_y. La composicién suma éngulos: R.Rg = Roqp-
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Una reflexién respecto de una recta que pasa por el origen conserva esa recta y cambia el signo
de su perpendicular. Si u es un vector unitario del eje:

S =2uu' —1.
Sus autovalores son 1 en el eje y —1 en la perpendicular. El determinante es —1.

Ejemplo 6.2. Reflejar respecto de la diagonal.

Para la recta y = x, usamos u = (1,1)T/v/2:

_ T ,_ (01
S = 2uu I_<1 ())'

Asi, S(z,y)T = (y,2)7. La reflexién intercambia las coordenadas, tiene S? = I y conserva la
norma.

Toda matriz ortogonal real 2 x 2 es un giro si su determinante es uno, y una reflexion si es menos
uno. La identidad es el giro de angulo cero.

6.5 Giros y reflexiones en el espacio

Un giro en R? conserva un eje. En una base ortonormal cuyo primer vector sigue ese eje, su
matriz es

1 0 0
0 cosf —sind
0 sinf cosé@

Tiene determinante uno. El eje se encuentra resolviendo (@ — I)v = 0. Para un giro distinto de
la identidad, este nicleo es una recta. El dngulo en [0, 7] satisface

tr@ —1
—5

Para fijar un angulo con signo, también hay que orientar el eje y la base del plano perpendicular.

cosf =

Una reflexion respecto de un plano por el origen, de normal unitaria n, tiene matriz
S=1-2nn".

Conserva el plano n' y cambia el signo de la direccién n.

Ejemplo 6.3. Dos transformaciones espaciales.

El giro de un cuarto de vuelta alrededor del eje z es

-1

0
Q= 0 0
0 1

S = O

Su eje es span{(0,0, 1)}, su traza es uno y el dngulo es 7/2. La reflexion respecto del plano z = 0
es diag(1,1,—1) y transforma (z,y, 2) en (z,y, —2).

Una matriz ortogonal 3 x 3 de determinante —1 admite una direccién con autovalor —1. En el
plano perpendicular actiia como un giro. En una base adaptada queda

-1 0 0
0 cosf —sinb |, cost =
0 sinf cosf

tr@+1
5
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Para 6 = 0 es una reflexién respecto de un plano. Para § = 7w es —1I, la inversién respecto del
origen. Para otros angulos combina un giro con la reflexién respecto del plano perpendicular al
eje.

Aplicacién. Cambiar la orientacién de un sensor.

Si dos sistemas de ejes cartesianos ortonormales tienen el mismo origen, las componentes de un
vector se relacionan mediante una matriz ortogonal. De este modo se puede expresar una medida
en los ejes del dispositivo o en los del laboratorio; su longitud es la misma en ambos sistemas.

Si los origenes también cambian, aparece una traslacién: y = Qz + d. Esta transformacién
conserva distancias, pero no es lineal cuando d # 0.

6.6 Algoritmos de calculo

Algoritmo. Diagonalizaciéon ortogonal de una matriz simétrica.

Entrada: matriz real simétrica A.

Calcular los autovalores y una base de cada autoespacio.
Lista B < @; lista L + @.
Para cada autovalor A:
Aplicar Gram-Schmidt a la base de FE.
Anadir los vectores obtenidos a B.
Anadir A a L por cada vector.
Q@ + columnas de B; D « diag(L).
Devolver Q y D.

Basta ortonormalizar por separado la base de cada autoespacio, ya que los autoespacios distintos son
ortogonales. Las matrices obtenidas deben satisfacer QTQ =1y AQ = QD.

Algoritmo. Reconocer una transformacién ortogonal en dos o tres dimensiones.

Entrada: matriz real cuadrada (), de orden dos o tres.

Si QTQ # I: devolver «no es ortogonaly.
d + det Q.
Si el orden es dos:
Si d = 1: giro con 0 = atan2(ga1,q11)-
Si d = —1: reflexién de eje ker(Q — I).
Si el orden es tres:
Si Q = I: identidad.
Si Q = —1I: inversién respecto del origen.
En otro caso, si d = 1:
Eje < ker(Q — I); 6 < arccos((tr @ — 1)/2).
En otro caso, si d = —1:
Normal/eje < ker(Q + I); 6 < arccos((tr @ + 1)/2).
Si 6 = 0: reflexién en el plano perpendicular.
Si 6 # 0: giro combinado con esa reflexion.
Devolver la clasificacion y los datos geométricos.

El signo del determinante indica si se conserva la orientacién. Los nicleos de Q — I y @ + I permiten
encontrar las direcciones fijas e invertidas. atan2(y, x) calcula el 4ngulo teniendo en cuenta el cuadrante.
La interpretaciéon se comprueba aplicando @ a un vector del eje o de la normal y a otro perpendicular. Con
datos decimales se usan tolerancias y se ajusta el argumento de arc cos al intervalo [—1, 1] si el redondeo
lo ha rebasado ligeramente.
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6.7 Ejercicios

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

2 1
Diagonaliza ortogonalmente A = ( 1 2> y expresa 222 + 22y + 2y sin término cruzado.

Clasifica el signo de las formas con matrices diag(2,0,3), diag(1,—1) y (? ;)
Obtén la matriz del giro de angulo 7/3 y la imagen de (2,0). Comprueba la norma.

Calcula la reflexion respecto de y = x y su imagen de (3,1).

Con n = (1,1,0)T /v/2, construye la reflexién respecto de x +y = 0. Describe sus autoespa-
cios.

0 -1 0
Clasifica @ = |1 0 0| y calcula Q*.
0 0 1
. . . 1 (3 —4 . .
Decide si son ortogonales M = diag(2,1) y N = ¢ i 3/ Describe la transformacién
de N.
0 -1 O
Para@Q@ =1 0 0 [, calcula determinante, eje invertido y dngulo del giro en el plano
0 0 -1
perpendicular.
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Apéndice A

Repaso de complejos y lenguaje algebraico

A.1 Operar en forma binémica

Un ntimero complejo es z = a+ib, con a,b € R e 2 = —1. Su parte real es a y su parte imaginaria
es b, un numero real. Los ntimeros reales se identifican con los complejos de parte imaginaria
cero.

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d),

(a +1ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

El conjugado y el médulo son
Z =a —ib, |z] = Va? + b2, 2z = |2|2.

Para dividir por w # 0, se multiplica por su conjugado:

z 2W

w fufP

Ejemplo A.1. Una divisiéon compleja.

1—1 2 2
Multiplicar el resultado por 1 — i recupera 2 + i.

24i  (244)(1+i)  1+3i

A.2 Forma polar, potencias y raices

Para z # 0, escribimos

z=r(cosf +isinf) = re’, r=l|z| >0.

El argumento 6 es un dngulo determinado médulo 27. Elegiremos el principal en (—, 7]. El cero
tiene médulo cero y no tiene argumento definido. La identidad e? = cos @ + isin # relaciona las
dos formas.

Para localizar el cuadrante, se usa § = atan2(b,a). La expresién arctan(b/a) por si sola no
distingue entre puntos de cuadrantes opuestos y no se puede usar si a = 0.

Al multiplicar se multiplican médulos y se suman argumentos; al dividir se dividen médulos y se
restan argumentos. Las igualdades entre argumentos se entienden médulo 27.

2" = e wy, = r/me 02k /n e — 0 — 1.

La segunda férmula da las n raices distintas de w™ = z para z # 0 y enteron > 1. Si 2 =0, la
Unica raiz distinta es cero.

Ejemplo A.2. Tres raices repartidas en el plano.

Para w3 = 8, el médulo de cada raiz es dos y los d4ngulos son 0, 27/3 y 47 /3. Las raices son

2,  —14+iVv3,  —1—iV3.
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Todas tienen cubo ocho. No basta con dar nicamente la raiz real.

Algoritmo. Convertir a polar y calcular raices.

Entrada: z = a + b y enteron > 1.

r <+ Va?+ b2
Si 7 = 0: devolver mdédulo cero y raiz cero.
0 + atan2(b, a), elegido en (—m, 7.
Lista L + @.
Parak=0,...,n—1:

a < (0 + 2km)/n.

Afiadir /" (cosa + isina) a L.
Devolver (r,0) vy L.

Los argumentos de las raices estdn separados por 27 /n. Cada resultado debe tener potencia n igual a z; si
z # 0, se obtienen n raices distintas.

Aplicacién. Amplitud y fase.

La sefal s(t) = M cos(wt + ¢) se puede escribir como la parte real de Me'?e™t, El complejo
Me'® retine amplitud y fase. Con una frecuencia comiin, sumar sefiales equivale a sumar sus
complejos representativos.

En este contexto de electronica suele usarse j en lugar de ¢ para la unidad imaginaria, para no
confundirla con una corriente. Las operaciones matematicas son las mismas.

A.3 Grupo, anillo y cuerpo

Estos términos resumen propiedades de las operaciones. Para estudiar algebra lineal basta con
reconocer su papel:

= Un semigrupo tiene una operacién interna asociativa. Si ademas tiene elemento neutro, se
llama monoide.

= Un grupo es un monoide en el que cada elemento tiene inverso. Si la operacion es conmutativa,
el grupo es abeliano. Los vectores con la suma forman un grupo abeliano.

= Un anillo tiene suma de grupo abeliano y un producto asociativo que distribuye sobre la
suma. Un anillo unitario tiene una identidad para el producto. Las matrices cuadradas reales
forman un anillo unitario.

» Un cuerpo es un anillo unitario conmutativo con 0 # 1, donde cada elemento no nulo tiene
inverso multiplicativo. Q, R y C son cuerpos.

Los enteros no forman un cuerpo, porque, por ejemplo, el inverso de dos no es un entero. Las
matrices cuadradas de orden mayor que uno tampoco forman un cuerpo: el producto no es
conmutativo y hay matrices no nulas sin inversa.

En un espacio vectorial, los escalares pertenecen a un cuerpo. Poder dividir por cualquier escalar
no nulo permite aplicar Gauss sobre R y C.
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A.4 Ejercicios de repaso

A.1. Calcula (1+2i)(3—14) y (2414)/(1 —1).

A.2. Obtén médulo y argumento principal de —1 + /3.
A.3. Calcula (14 14)* y todas las raices de w? = 8.

A.4. Explica por qué Z no es un cuerpo y por qué los vectores forman un grupo para la suma.
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Apéndice B

Soluciones explicadas

La numeracioén coincide con la de los ejercicios. Las bases que se obtengan pueden diferir de las
indicadas aqui, siempre que sean independientes y generen el mismo espacio. En los cambios de
base y en las formas de Jordan hay que respetar el orden de las columnas.

B.1 Tema 1. Matrices y sistemas

1.1 Los tamanos son 2 x 2 para AB y 3 x 3 para BA. Multiplicando fila por columna:

2 4 0
AB:(‘l1 _22> BA=1|11 -1
03 3

Por ejemplo, (AB)12=1-0+2(-1)4+0-3=-2.
1.2 detM =3-2=1, por lo que

_ 1 -1 _ 3—2 —-3+3

1 _ 1 _ _

M _<—2 3)’ MM _<2—2 —2+3>_I‘

1.3 Tras eliminar la primera columna e intercambiar las filas segunda y tercera se llega a

rT+y+z=4,

Yy — 2z = -2,

—Tz = —12.
La sustitucién hacia atrds da (x,y, z) = (6/7,10/7,12/7). Las tres ecuaciones iniciales devuelven
4,2y 2.

1.4 Restar el doble de la primera ecuacién a la segunda da 0 = 0. El rango es uno y hay dos
parametros:
(r,y,2) = (1 —2s+1,s,t), s,t € R.

Si el ultimo término es tres, aparece 0 = 1 y no hay solucién.

1.5 La resta de ecuaciones da (a — 1)y = 0. Si a # 1, la solucidn es (2,0). Si a = 1, queda una
tnica ecuacién y las soluciones son (2 —t,t), t € R.

1.6 La segunda fila duplica la primera y la tercera es independiente: rg N = 2. Las ecuaciones
esenciales son x + 2y + 2z =0 e y + z = 0. De ellas:

(x,y,2) =t(1,—1,1), t eR.
La nulidad es uno, de acuerdo con 3 — 2.

1.7 La segunda ecuacion da i1 = 2i5. En la primera, 6io —io = 5, asi que io = 1A e i3 = 2 A.
Las comprobaciones son 3-2—-1=5y —2+2-1=0.

1.8 Como T es triangular, detT = 2(—3)5 = —30. Es invertible. Al multiplicar toda una
matriz de orden tres por dos:
det(2T) = 23 det T = —240.
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B.2 Tema 2. Espacios y bases

2.1 U es subespacio porque estd definido por una ecuacién lineal homogénea. W no contiene
al cero. S es la unién de los ejes: contiene (1,0) y (0, 1), pero no su suma (1,1). Por tanto, S
tampoco es subespacio.

2.2 w = u+ v, de modo que basta B = (u,v). Los dos primeros componentes prueban su
independencia. Como
(2,—-1,1) = 2u — v,

las coordenadas en B son (2,—1)T.

2.3 Resolver ¢; +cy =5, ¢c; —ca = 1 da [v]p = (3,2)T. Las matrices son

(11 (11

La primera convierte de B a coordenadas canonicas; la segunda realiza el cambio contrario.

2.4 Podemos elegir
BU = ((_17 17 0)7 (_17 07 1))7 BW = ((L 07 0)7 (Oa 17 0))

En la interseccién se imponen ambas ecuaciones: z =0y x +y = 0. Una base es ((1,—1,0)). Asi,
las dimensiones son dos, dos y uno. La suma tiene dimensién 2 + 2 — 1 = 3, luego es R3. No es
directa.

2.5 Elige z3 = s y x4 = t. La segunda ecuacién da xo2 = s — ¢ y la primera 1 = —2s +¢. Una
base es
((-2,1,1,0),(1,-1,0,1)).

Hay dos parametros independientes.

2.6 Para p =a+ bt + ct?, las condiciones dan a = 0 y b+ ¢ = 0. Por tanto p = ¢(t? — t) y una
base es (t2 — t). El polinomio solicitado tiene coordenada tres.

2.7  Se puede anadir e; = (1,0,0):
1 01
det|1 1 0] =1.
010

Como la familia completa es una base, la recta span{e; } es un suplementario del plano generado
por los dos vectores iniciales.

2.8 Una combinacién tiene forma (a,b,a + b). La ecuacién implicita es x +y — z = 0. Para
(2,3,4) resulta 24+ 3 —4 =1, por lo que no pertenece. Equivale a comprobar que el sistema de
coeficientes de la combinacién es incompatible.

B.3 Tema 3. Aplicaciones lineales

3.1 Solo f es lineal, con matriz G’ 9

>. Para g, g(2,0) = (4,0) # 29(1,0); para h, h(0,0) # 0.
3.2 La segunda fila repite el doble de la primera. Por tanto,

ker A = span{(—2,1,0),(1,0,1)}, Im A = span{(1,2)}.
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Tiene rango uno y nulidad dos. No es inyectiva, porque el nicleo no es cero, ni sobreyectiva,
porque la imagen no es todo R2.

3.3 Las imagenes de 1,¢,¢% son 0, 1,2t. Asf,

m=(5 5 )

El niicleo es el espacio de constantes, con base (1); la imagen es Py, con base (1,t). El balance de
dimensiones es 1 + 2 = 3.

11 2 0
3.4 ConF-(O 1>yG—<_1 1).

[gof]zGF=<_21 3) [fog]zFG:<_11 })

El orden cambia el resultado.

3

3.5 Las imagenes conocidas forman las columnas de M = < 1

_11> en la base de entrada

B =((1,1),(1,—1)). La matriz candnica es

Por tanto f(2,3) = (7,3).
3.6 Ap = P7'AP =1

R

3.7 La salida pertenece a span{(1,0)} si su segunda componente es cero. Eso equivale a z = 0.
Asi,

. Ambos productos AP y PAp son

VR
— W

f~H(W) = span{(1,0,0), (0,1,0)}, dim f~Y(W) = 2.

3.8 Oz = (z1,72)". Las variaciones (0,0,t) pasan inadvertidas: forman ker C. La imagen es
R? y se obtienen dos componentes independientes.

B.4 Tema 4. Autovalores y Jordan

4.1 Los autovalores son tres y uno, con autovectores (1,1) y (1,—1). Una eleccién es

1 1 .
P = <1 _1> , D = diag(3,1).

Como AP = PD, se tiene A* = Pdiag(27,1)P~! = Gg ﬁ)

4.2 diag(2,2) ya es diagonal. La segunda matriz tiene un autoespacio de dimensién uno para
un autovalor de multiplicidad dos: no es diagonalizable. La tercera tiene polinomio A> + 1 y no
se diagonaliza sobre R. Sobre C, una eleccién es

P = ( 1. 1) ; D = diag(i, —1).

-1 1
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Sus columnas satisfacen las ecuaciones de autovector y son independientes.

4.3  Por triangularidad, el polinomio es (A — 1)(\ — 2)2. Se obtiene
Ey = span{(1,0,0)}, Ey = span{(1,1,0),(0,0,1)}.

Las dimensiones coinciden con las multiplicidades. Podemos tomar

110
P=|0 1 0|, D=diag,2,2).
00 1

4.4 Conwv = (3,0) yva = (0,1), se cumple (A—2I)v; =0y (A—21)vy = vy. Asi, P = diag(3,1)
y J = J2(2). Para k > 1:

A — pJkp-1 — <2k 3k2k1> .

0o 2k

4.5 Las diferencias di — dy, do — dy y d3 — do son tres, dos y uno. Hay tres bloques en total,
dos de tamano al menos dos y uno de tamano al menos tres. Por tanto los tamanos son 3+ 2+ 1,
que suman seis.

4.6

N? =

o O O
o O O

1
0], N3 =o.
0

Los nicleos son span{e; }, span{eq, ea} y R3. Sus dimensiones uno, dos y tres identifican un tinico
bloque de tamano tres. La base candnica ya forma la cadena Ne; =0, Neg = e1, Neg = eo.

4.7 Los autovalores son 0.9 y 0.7, ambos de médulo menor que uno. Todos los estados convergen
a cero. Como (1,0) = $(1,1) + 2(1, —1):

o L (09" 07
F=9510.9% —0.7% )

Para k = 0 devuelve el estado inicial.

4.8 A(x,0)T = (2,0)T, luego U es invariante. Como A¥ = (é lf>,

AR, )T = (k,1)T.

El factor k£ hace crecer la norma. Procede de un bloque de Jordan de tamafo dos, aunque su
autovalor tenga médulo uno.

B.5 Tema 5. Ortogonalidad y ajuste

51 (u,v) =1, ||u]| = ||v|| = V2 y d(u,v) = v/2. El d4ngulo cumple cosf = 1/2, por lo que
0 =m/3.

5.2 La primera normalizacién da ¢; = (1,1,0)/v/2. Al restar su componente de vy queda
wo = (1,—1,2)/2, de norma /6/2. Por tanto:

¢ =(1,-1,2)/V6.

El producto entre ambos es (1 —1)/v/12 = 0 y ambas normas son uno.
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53 Conu=(1,1)yv=(31):

vTu 4

El residuo (1,—1) es perpendicular a u y la distancia es V2.

5.4 Una normal unitaria es n = (1,1,1)/y/3. Proyectar sobre el plano elimina la componente
normal:
1 2 -1 -1
O=I-nn"=_|-1 2 -1
3 -1 -1 2

Se obtiene 11(2,1,0)T = (1,0,—1)T. Como n"n =1, (I —nn")2 =1 —nn'.

5.5 Las ecuaciones normales son 2T + 3 =5y T + 2y = 6. Su solucion es (4/3,7/3). El residuo
r=(-1/3,-1/3,1/3)7 satisface
AT, — [T 73 0
T2 + 13 '

El error minimo al cuadrado es 1/3.

5.6 Las sumas necesarias son Y. t; =3, > t2 =5, > y; =5 y > t;y; = 6. Resolver las normales
daa=7/6y b=1/2. Las predicciones son 7/6, 5/3 y 13/6. Los residuos son —1/6, 1/3 y —1/6,
con suma de cuadrados 1/6.

5.7 Parau=(1,1):

(v,u)e =2, (u,uy =3, p=(2/3,2/3).

El residuo es (1/3, —2/3), perpendicular a u en el producto ponderado. Su norma al cuadrado es
2(1/3)% 4+ (—2/3)% = 2/3. La distancia es 1/2/3.

5.8 Las columnas de A son los vectores del ejercicio 5.2. Al registrar las componentes en

Gram-Schmidt: 1/\@ 1/\/6
VI o1z
0 2/\/6 0 6/2

Para b = (1,2,0)7, se tiene QTb = (3/v/2,—1/v6)T. Resolver Rz = Qb desde la segunda fila da
T=(5/3,-1/3)T.

El residuo es (—1/3,1/3,1/3)T y su producto con cada columna de A es cero.

B.6 Tema 6. Geometria de las matrices

6.1 Una matriz ortogonal de autovectores es Q = — (1 _11>, con D = diag(3,1). Para

Va2 \1
(xvy)T = Q(ZlazQ)Tv
212 + 2wy + 2y* = 327 + 2.

Los dos coeficientes positivos muestran que la forma es definida positiva.

6.2 diag(2,0,3) es semidefinida positiva y se anula en el eje de la segunda coordenada.
diag(1, —1) es indefinida porque toma valores positivos y negativos. La tercera matriz es definida
positiva, con autovalores tres y uno.
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Soluciones explicadas

6.3

2

Ryy=1 (\}g ‘f) . Reps(2,007 = (1,V3)"

La norma de la imagen es v/1 4+ 3 = 2, igual a la inicial.

6.4 S = (1) é y S(3,1)T = (1,3)T. El eje fijo es span{(1,1)} y la direccién invertida
Span{(lv_l)}'
6.5
0O -1 0
S=I-2nmm"=|-1 0 0
0 0 1

El autoespacio de uno es el plano x +y = 0, con base ((1,—1,0),(0,0,1)). El de menos uno es la
recta span{(1,1,0)}.

6.6 Es ortogonal y tiene determinante uno. El eje fijo es el eje z y el giro en el plano xy tiene
dngulo 7/2. Cuatro giros de un cuarto de vuelta dan Q* = Is.

6.7 MTM = diag(4,1) # I, asi que M no es ortogonal. Para N, las columnas tienen norma
uno y producto cero; det N = 1. Es un giro con cos = 3/5, sinf = 4/5 y § = atan2(4, 3).

6.8 det@ = —1y ker(Q+ I)=span{(0,0,1)}. En el plano zy gira 7/2, mientras invierte la
coordenada z. Es la composicién del giro alrededor de z con la reflexion respecto de z = 0. La
férmula de la traza da cos = (tr@Q +1)/2 = 0.

B.7 Repaso del apéndice A

A.1  Distribuir y usar i2 = —1 da (1 + 2i)(3 — i) = 5 + 5i. Para dividir, se multiplica por 1 + i:

240 143

1—1 2

A.2 El médulo es v/1 + 3 = 2. El punto esté en el segundo cuadrante, con argumento principal
21 /3. Asi, —1 4 i\/3 = 2e>™/3,

A.3  1+i=+2e"/* luego (1+14)* = 4e'™ = —4. Las raices de w® = 8 son 2, —1 + i3 y
—1 — i\/3, separadas por angulos de 27/3.

A.4 En Z, dos es no nulo y su inverso multiplicativo 1/2 no pertenece al conjunto: no es un
cuerpo. Los vectores con la suma tienen asociatividad, neutro cero, opuestos y conmutatividad;
por ello forman un grupo abeliano.
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Apéndice C

Formulario y guia de decisién

Se retinen aqui las férmulas y los criterios de célculo de los temas anteriores. En cada caso deben
tenerse en cuenta las hipétesis indicadas.

C.1 Sistemas, bases y aplicaciones

Sistema Ax = b, con n incégnitas.

rg A <rg(A|b) sin solucidn,
rgA=rg(A|b)=n solucién tnica,
rg A=rg(A|b) =r <n n—r pardmetros libres.

Si es compatible, todas las soluciones son z;, + ker A. Si b = 0, siempre existe la solucién cero.
Bases y dimensiones.

= k columnas son independientes si su rango es k.

s Para extraer una base de generadores, se conservan las columnas originales con pivote.
» Para U =ker A CR", dimU =n —rg A.

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).

» U+ W es suma directa si U NW = {0}.

Coordenadas y matrices de aplicaciones.
Si Pp y Po contienen las bases en coordenadas candnicas:
’U:PB[U]B, [U]C :PEIPB[U]B.

Si Tant = PZnyev © Yant = Qynuev:

Anuev = QilAP-

En un endomorfismo, cambiando a la misma base en entrada y salida, Ayuey = P~ AP. Para
una aplicaciéon V. — W:
dimker f + dimIm f = dim V.

Inyectiva: nicleo cero. Sobreyectiva: imagen igual al espacio de llegada.
C.2 Autovalores y geometria
Diagonalizacién y Jordan.

pa(t) = det(tI — A), E) =ker(A — \I).

Diagonalizable sobre K: el polinomio se descompone en K y dim E) = m,(\) para todos sus
autovalores.
AP = PD, Ak = ppkp—1.
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Formulario y guia de decision

Para Jordan, con ds = dimker(A — \I)*:

# bloques de tamano > s =ds; — ds_1,
# bloques de tamano s = 2dg — ds—1 — ds41.-

Una cadena se ordena desde el autovector hasta su dltimo vector generalizado. Siempre se verifica
AP = PJ.

Proyeccién y minimos cuadrados.

Si (g;) es una base ortonormal de U:
p:Z<ijv>Qj’ d(U,U):HU—p”
J

En el producto usual, para una matriz M de columnas independientes:
My =MM"™M)"'MT.
Para minimizar ||Az — b||*:
ATAZ=A"p,  AT(b— AZ) =0.

Si rg A = n, el minimizador es tinico. Con QR reducida, se resuelve RZ = QTb.

Simetria y ortogonalidad.

AT=A — A=QDQ" con Q'Q =1, D real diagonal.
QQ=1 = Q'=QT, [Qull=]vl, detQ==+1.

Con un producto de matriz G: simetria del endomorfismo significa ATG = GA; conservacién del
producto significa QTGQ = G.
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Formulario y guia de decision

C.3 Eleccién del método de calculo

Pregunta

Primer procedimiento

;,Cudntas soluciones tiene un siste-
ma?
., Qué vectores forman una base?

;,Cudles son las coordenadas de un
vector?
., Qué entra sin producir salida?

i, Qué salidas son posibles?

iSe puede diagonalizar?
., Qué forma de Jordan tiene?

., Cudl es el punto mas cercano de
un subespacio?

., Cémo ajustar un sistema incompa-
tible?

i Conserva una matriz la geometria
usual?

Escalonar la matriz ampliada y buscar contradicciones;
después contar variables libres.

Escalonar la matriz de columnas y seleccionar las colum-
nas originales con pivote.

Resolver Pgc = v.

Resolver Az = 0: es el ntcleo.
Extraer una base del espacio de columnas: es la imagen.

Factorizar el polinomio caracteristico y comparar multi-
plicidades con dimensiones de autoespacios.

Calcular ntcleos de potencias y contar bloques; después
construir las cadenas.

Obtener una base ortonormal y proyectar.

Resolver por minimos cuadrados y comprobar ATr = 0.

Comprobar QTQ = I; después usar determinante y auto-
espacios para interpretarla.

C.4 Comprobacion de los resultados

1. Tamanos. Antes de multiplicar, anota filas y columnas.

® N o g W N

Pivotes. Si un parametro puede anular un divisor, separa ese caso.

Bases. Una base necesita independencia y generacioén; cuenta su dimension.
Cambios de coordenadas. Escribe primero la ecuacién que reconstruye el vector.
Autovectores. Sustituye en Av = Av y descarta el cero.

Proyeccién. El resultado pertenece al subespacio y el residuo es ortogonal a él.
Ajuste. El residuo no tiene por qué ser cero; debe cumplir ATr = 0.

Complejos. El cuadrante decide el argumento; una raiz polinémica puede no ser unica.
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