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(GUIA DE ESTUDIO:
ESPACIOS VECTORIALES.

Matematicas 11

28 de enero de 2025

1. Sistema de ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal en las variables x+, ..., x, con coeficientes reales es una ecuacion del tipo
amxy+ -+ ax, =50, (1)
donde aq,...,a, , b son nimeros reales. Si b = 0, la ecuacién anterior se dice ecuacion lineal

homogénea. Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto finito de ecuaciones del tipo (1).
El sistema se dice homogéneo si cada ecuacion del sistema es una ecuacién homegénea. En

general, un sistema de m ecuaciones en las variables x1,...,x, es un sistema del tipo
anry  +-cc T, = b
(2)
11+ QpnTy = bm

El anterior sistema admite una reescritura matricial de la siguiente forma:

a1 - Qip A by

=1l (3)

m1 = Qmn T, bm

También lo escribiremos de forma abreviada AZ = b. Llamaremos matriz del sistema a la matriz
A, y matriz aumentada del sistema a la matriz (A|D).

Una n-upla (s1,...,s,) de numeros reales se dice una solucion del sistema (2) si satisface el
sistema, es decir A5 = b, donde § := (81,.-.,8,)" Diremos que el sistema (2) es un sistema
compatible determinado si tiene una tnica solucion. Sera compatible indeteminado si tiene mas
de una solucion. Caso de no tener solucion el sistema se dice incompatible.

1.1. Algoritmo de Gauss-Jordan para la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales

La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales es una herramienta basica en la resoluciéon de
problemas tanto de ciencia basica como de ingenieria. El método aplicado para resolverlos es
el dado por el algoritmo de Gauss-Jordan. A continuacién expondremos los pasos a seguir, si
bien son necesarios algunos conceptos previos



1.1.1. Matrices escalonadas y transformaciones elementales

Fijada una matriz M, diremos que su fila i-ésima es nula si todas las entradas de esta fila son
0. Una matriz M se dice escalonada si la fila i-ésima tiene més ceros a la izquierda que la fila
j-ésima para j < . Por ejemplo, la siguiente matriz esta en forma escalonada:

0
0]. (4)
0

—_

1 0 2

M=10 0 5

000

El sistema lineal en variavles x,y, z asociado a esta matriz seria:

r+22=0, 52=10. (5)

El primer elemento no nulo de una fila dada se llama elemento pivote. La columna en a la que
hay un elemento pivote se llama columna pivote. Una matriz estd en forma escalonada reducida
es una matriz escalonada, los elementos pivote son todos unos, a los que llamaremos unos pivote
del sistema, vy los tinicos elementos no nulos en las columnas pivote son los unos pivote.

Todas las matrices, cuadradas o no, se pueden escalonar usando las siguientes transformaciones,
llamadas transformaciones elementales:

1. Intercambiar dos filas.
2. Multiplicar una fila por una constante ¢ no nula.
3. Multiplicar una fila por una constante ¢ # 0 y sumarsela a otra.

Hustraremos estas transformaciones sobre la matriz M dada en (4) cuyas filas seran denotadas
en ntimeros romanos por [, I1, [1].

—4
(1/5)11

M = 2L

(6)

o O =
o O O

2
1
0

S N O
I

o O =

O O O

o = O

2
0
Es de senalar que E es la matriz escalonada reducida asociada a M. El sistema lineal en variavles
x,1, z asociado a esta matriz F seria:

r=—-4,2=2. (7)
Observa que tanto (5) como (7) tiene por espacio de soluciones:
Li={(-4,2) |t € R} = (—4,0,2) + (0,1, 0)R . 8)

Por tanto, L es la recta de R® que pasa por el punto (—4, 0, 2) y tiene vector director i = (0, 1,0).

El procedimiento que permite obtener una matriz escalonada reducida partiendo una matriz
ampliada de un sistema lineal mediante transformaciones elementales, se llama Algoritmo de
Gauss-Jordan. Lo describimos a continuacion.



1.1.2. Algoritmo de Gauss-Jordan

El algoritmo de Gauss consta de los siguientes pasos:

-,

» Input: Matriz ampliada del sistema, (A|b) de tamano m x (n + 1).

-

» Output: Matriz escalonada (C|d)

1. Localiza la primera columna no nula de la matriz (A[b). Supongamos que es la columna
J-

2. Si a;; es el primer elemento no nulo de la columna j, entonces

» Intercambia fila 1 por fila j y dividela por a;;. Has obtenido asi el primer 1 pivote
del sistema.

= Mediante las transformaciones elementales 1, 2, 3, procede a eliminar los elementos
no nulos de la columna j. Asi obtendras una columna j en el que el primer elemento
es un 1 y todos los demés son 0.

3. Considera la matriz obtenida al eliminar la primera fila de la matriz anterior. Denotemos
esta matriz por (A;|b;).

4. Repite el proceso anterior para la matriz (Allb:), es decir ve al Paso 1, hasta que A; =0
o hayas realizado m pasos del algoritmo.

=,

Llamaremos Algoritmo de Gauss-Jordan para la matriz (A[b) al algoritmo de Gauss aplicado

-

a la matriz escalonada (C|d) cuando en esta matriz se consideran las filas numeradas en orden

-, —

inverso. Su aplicacion a la matriz (A|b) permite obtener la forma escalonada reducida (E|f) de
la matriz ampliada (A]b). Un ejemplo numérico puede verse en (6).

2. Espacios vectoriales

2.1. Espacio de soluciones de un sistema lineal

Consideraremos en este apartado un sistema lineal de la forma AZ = b como en (3), es decir con
m ecuaciones y n incognitas. Su espacio de soluciones S es un subconjunto de R" cuya estructura
algebraica estudiaremos en esta seccion. Distinguiremos dos comportamientos distintos de este
conjunto segin el sistema lineal sea homogéneo o no.

Caso homogéneo. El espacio de soluciones S de un sistema homogéneo tiene las siguientes
propiedades

1. El vector 0 siempre esta en S
2. Siu, U estan en S, entonces su suma 4 + v estd en S.

3. Si ¢ es una constante real y « estd en .S, entonces cu esta en S.



Si un subsonjunto de R" satisface las propiedades anteriores diremos que es un espacio vectorial
en R". En particular, el espacio de soluciones de un sistema lineal homogéneo es un subespacio
vectorial de R".

Caso no homogéneo. En primer lugar, para describir el espacio de soluciones de un sistema no
homogéneo Ax = b, tenemos que considerar el esparcio S;, de soluciones del sistema homogéneo
asociado:

—

Ax = 0.
Entonces, el espacio de soluciones S del sistema no homogéneo tiene las siguientes propiedades

1. El vector 0 nunca esté en S

2. Si pg es una soluciéon del sistema no homogéneo, y u esta en Sy, entonces py + i esta en
S. Es decir, S = py + S

3. Sip, qestan en S, entonces el vector pg esta en Sj,.

Esta estructura algebraica que posee S la llamaremos estructura afin, y a S espacio afin
asociado al sistema AX = b. El espacio de soluciones del sistema homogéneo asociado recibe el
nombre de espacio de direcciones de S.

2.2. Espacios vectoriales generales

Un espacio vectorial real es un conjunto V' no vacio de objetos llamados vectores en el que estan
definidas dos operaciones, llamadas suma, denotada po + y producto por un escalar, denotado
por -, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si#, U estan en V, entonces @ + ¥ esta en V.
2. Si i, ¥ estan en V', entonces U + ¥ = ¥ + .
(U+V)+ W= U+ (U+ D).

4. Existe un elemento 0, llamado vector cero, tal que @ + 0 = @.

w

5. Para cada vector u existe un vector, llamado su vector opuesto y denotado por —u tal
que U + (—u) = 0.

6. Si c es un escalar real y « un vector, entonces ¢ - @ es un vector de V.
7. Sices un escalar real y @, U estan en V, entonces ¢ (4 + ¢) = c¢- U+ ¢ - U.

8. Si ¢, d son escalares reales y @ un vector de V', entonces (c+d)-d=c-ud+d-u.

9. Si ¢, d son escalares reales y @ un vector de V', entonces (cd) - 4 = ¢ - (d - ).
E. 10. Para cualquier vector @ de V, se tiene que 1-u = u.

Como consecuencia de las propiedades anteriores se da también para vector # en V:

1.0-@=0.
2 0-6:6



Ejemplo 1. Listaremos a continuacion varios ejemplos de espacios vectoriales.
a) El espacio de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

b) V. =R" con las operaciones:
(al,...,an)—i—(bl,...,bn) = (al—i—bl,...,an—i—bn), (9)
c-(ay,...,a,) = (cay,..., ca,). (10)

c) V ={ap+ a1z + axx® | ag,ai,as € R}, el espacio de polinomios con coeficientes reales de
grado menor o igual que 2.

d) V =M,,,(R), el espacio de matrices m x n con entradas reales.
e) V.=C(D,R), el espacio de funciones continuas f : D — R definida en el dominio D.

f) El espacio de sucesiones nimeros reales es un espacio vectorial.

2.2.1. Subespacios vectoriales

Consideremos en este apartado un espacio vectorial real V' y W un subconjunto no vacio de V.
Diremos que W es un subespacio vectorial de V', si en W se satisfacen las propiedades:

1. El vector 0 siempre esta en W

2. Siu, U estan en W, entonces su suma i + v esta en W.

3. Si ¢ es una constante real y « estd en W, entonces cu esta en W.
Ejemplo 2. En R? los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales:

» Wy ={(z,y,2) | x+y+2=0}.

w Wy ={(-2t,t,t) |t R }.

En algunas ocasiones tenemos que considerar espacios vectoriales generados por una familia de
vectores. Estos espacios admiten una descripcion matematica precisa. La detallamos a conti-
nuacion.

Definiciéon 1. Dados unos vectores vy, ...,0; de un espacio vectorial V, denotaremos por <
01,...,0p > al conjunto (se muestran ahora varias notaciones de lo mismo)

<ULy, 0 >=< A0, . .., 0} >= Spanp{vl, ..., 0 = {avi 4+ Fop g e R FLO(10)
FEste subespacio vectorial de V' se llama el subespacio vectorial generado por {vi,...,vp}.

Ejemplos de estos subespacios son las rectas y planos de R* que pasan por el origen.

Observacion 2. La familia de subespacios vectoriales de un espacio vectorial tiene algunas
propiedades algebraicas importantes. Por ejemplo



2.3. Dependencia lineal y bases. Dimension

En un espacio vectorial V' pueden existir relaciones entre sus elementos de varios tipos. En esta
seccion estudiaremos las relaciones (lineales) entre los vectores.

Diremos que 01, ..., v; son linealmente independientes si cada combinacion lineal del tipo ¢i07 +
-+ +co0p = 0 solo se da si los escalares son nulos, es decir ¢; = 0,...c¢, = 0. En otro caso diremos
que son linealmente dependientes.

Si el espacio vectorial V' estd generado por una familia finita de vectores vi,...,07 que son
linealmente independientes, entonces decimos que el conjunto B = {v1,...,03} son una base
de V. El ntimero d se llama la dimension de V', y se escribe dim V' = d.

Ejemplo 3. 1. El espacio vectorial R® tiene dimension 3.
2. El espacio de matrices 2 x 3 liene dimension 6.

3. El espacio de los polinomios de grado < 2 tiene dimension 3.

2.4. Coordenadas y bases

Fijemos un espacio vectorial V' de dimension d, y una base B = {v1,...,v;}. Consideremos un
vector arbitrario @ € V. Entonces este vector se puede expresar como combinacion lineal de
los vectores de B ya que V =< B >. En concreto,

W= M\o1+ -+ A\g¥g. (12)

La d-upla (A1, ..., \g) se llama las coordenadas de en la base B.

Es de senialar que tupla depende de la base. Es decir, si cambiamos la base a otra B’, cambian
las coordenada que identifican al mismo vector w. Las férmulas que relacionan las coordenadas
en la base B con las coordenadas en la base B’ se llaman formulas de cambio de coordenadas
de la base B a la base B’. Ilustraremos este hecho con un ejenplo.

Ejemplo 4. Consideremos la base candnica de R*, B = {é; = (1,0),é = (0,1)}, y la base
B = {uy =€+ é3,us = €] — é3}.
Entonces, fijado un vector W en R?, se tiene:
W= \€1 + Aoy = Njuy + \yus.
Entonces,
W= Nj(€1 + €3) + Ayéi — €3) = (A} + Ay)ér + (A — Ag)és.

En consecuencia, obtenemos la siguiente formula de cambio de base de B a B':

()= G ) ()



(GUIA DE ESTUDIO:
TEMA2: TRANSFORMACIONES LINEALES

Prof. Roberto Giménez Conejero

3 de febrero de 2025

1. Transformaciones lineales. Ecuacidon matricial

En esta seccion consideraremos dos espacio vectoriales reales V) y V5 y una aplicaciéon entre
ellos, f : Vi — V5. Diremos que f es una aplicacion lineal si verifica las siguientes propiedades:

1. f(u+ )= f(a)+ f(7).
2. f(\D) = \f(@).

para u,v en Vi y toda constante real \.
Fijado un espacio vectorial V' de dimension d, podemos considerar s6lamente las aplicaciones
lineales de V en V. Fijaremos para estas aplicaciones lineales f : V — V una base B =
{v1,...,0q} en V para estudiarlas. Entonces, si conocemos las imagenes de los vectores de la
base, es decir

f(z?i):aﬂv_i—i----—i-aidv_;l,izl,...,d, (1)

La ecuacion matricial de f estd dada por

n ai; ... Qid Ty
=\ : |, otambién y = AT . (2)

Yd Qq1 ... Qdq Td

El nicleo de f, denotado por Nuc(f), es el espacio de soluciones del sistema homogéneo Ax = 0,
la imagen de f, denotada por Im(f), es el espacio vectorial generado por las columnas de la
matriz A. Ilustraremos este concepto con ejemplos.

Ejemplo 1. 1. La aplicacion f : R* — R? defida por
flay) = Qe +y,x—y) = (y),
es una aplicacion lineal en R*. Tiene por ecuacidon matricial:
() -( ) 0)
y L -1)\y)
2

Esta transformacion tiene nicleo Nuc(f) = {0} e imagen Im(f) = R>.



2. El giro de m/4 en R* viene dado por

Fary) = (% - st %y) — (@),

Tiene por ecuacion matricial:
’ 11
/ I :
Yy 2 2 Yy

Los ejemplos anteriores sugieren que la ecuacién matricial de una transformacion f : R" — R"
podria depender de la base B elegida. Esto es cierto, y la formula que relaciona la escritura
matricial en la base B con otra en otra base B’ es la siguiente:

M =P 'MP, (3)

donde P es la matriz de cambio de la base B a la base B’.
Verificaremos esfa formula sobre un ejemplo.

Ejemplo 2. Consideremos la base candnica de R*, B = {¢] = (1,0),é3 = (0,1)}, y la base
B' = {uy = €1 + €, us = €1 — é3}. Entonces, fijado un vector i en R?, se tiene:

— — — ! - ! -
w = )\161 + )\262 = /\1U1 + )\2u2.

En consecuencia, obtenemos la siguiente formula de cambio de base de B a B':

0= )G #=0 )

Luego, la tranformacion [ del ejemple 1, tiene por ecuacion en la base B':

()= 0= (0 5 ) GO

En consecuencia en la base B' f tiene la formula:

3

, 1,3, 3

2. Autovalores y autovectores

Fijemos en este apartado una transformacion lineal f : R" — R" y trataremos de estudiar
aquellas direcciones para las cuales la transformacién se comporta como una dilatacion en
dicha direcciéon. Fijemos una base inicial B en la que f tiene por matriz M.

Un vector v de R" de dice autovector o también vector propio de f si para un cierto escalar A
se tiene que f(¥) = AU. Al correspondiente escalar se le llama autovalor o valor propio de f.
Para calcular los posibles autovalores y autovectores de f utilizaremos el siguiente procedimien-
to:

1. Construimos la matriz M — \,,.

2. Calculamos las raices reales del polinomio pg(A) := det(M — Al,), A1,..., A, ¥ sus mul-
tiplicidales my, ..., m, (lamadas multiplicidades algebraicas).

9



3. Para cada ¢ =1,...,r, se define el subespacio vectorial
E\) ={v]| (M — \I,)v =0}, (4)

llamado el autoespacio asociado al autovalor \;, 0 también el espacio propio asociado al
autovalor \;.

4. Para cada i = 1,...,r, se calcula una base B; de E()\;), y se define d; := dim E()\;)
(lamadas multiplicidades geométricas). Todos los elementos de U; E();) son autovectores
de f.

El polinomio pg(A) se llama polinomio caracteristico de f. Cada A; encontrado mediante el
proceso anterior es un autovalor de f.
Aplicando el proceso a los ejemplos anteriores, se observa que en el ejemplo 1.1 los autovalores

son
1 1 1 1
M==4=V13, d=-—-+1
1 2+2 37 2 2 92 37

cuyos correspondientes autoespacios son las rectas
E() = ((=2.3-V13)) , B(w) = ((-2,3+ V13)).

Por otro lado, el ejemplo 1.2 no tiene autovalores, y por tanto tampoco autoespacios asociados.

3. Diagonalizacién de matrices

Una transformacion lineal f : R" — R" y diremos que es diagonalizable si existe una base B
en la la transformacion se comporta como una dilataciéon en cada direccién correspondiente a
cada vector de esta base. Es decir los enunciados siguientes son equivalentes:

1. f es diagonalizable
2. R" tiene una base formada por autovectores de f.

El siguiente resultado lo usaremos para garantizar la posibilidad de diagonalizar f. Con las
notaciones de la secciéon 2, enunciamos el criterio.

Teorema 1. Fijada la transformacion f : R" — R" | si aplicado el procedimiento cdlculo de
autovalores y autovectores de la seccion 2, se tiene que m; = d;, para i = 1,...,r, entonces f
es diagonalizable. Ademds la matriz de f en la base B := U;B; es una matriz diagonal.

Observacion 2. Observa que, en particular, si f tiene n autovalores distintos, entonces f es
diagonalizable.

Es de senalar que el ejemplo 1.1 da una transformacion lineal giagonalizable, y que la transfor-
macion del ejemplo 1.2 no es diagonalizable.

10



3.1. Matrices simétricas y su diagonalizacién

En esta seccion comprobaremos sobre ejemplos el siguiente resultado general.

Teorema 3. Toda matriz cuadrada stmélrica es diagonalizable.

Caso de matrices 2 x 2. Consideremos una aplicacién f : R*> — R? dada por una matriz
simétrica

x _ (a1 a2 X

Y a2 a2 y)’

pr(\) = det(A — AI,) = det (an — N ap

Su polinomio caracteristica es

a12 agy — A

) = N — (a1 + ag) + det(A).

Este polinomio de grado 2 en A\ siempre tiene sus raices reales ya que su discriminante es
positivo, como muestra el siguiente calculo:

A = (CLH + CL22>2 —4-1 det(A) = a%l + GSQ + 2@11&22 — 4(@11@22 — a%z) = (an — a22)2 + 4(1%2.
[lustraremos el teorema 3 para el caso de matrice 3 X 3 con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. La siguiente matriz:

2 =20
A=| -2 3 0
0 0 1

tiene por polinomio caracteristico pa(A) = A3 — 6 A2 + 7\ — 2 cuyas raice son

5 1 5 1
1, = — V17, 2+ =V1T.
g T VI g vt

Luego, por la nota 2, es diagonalizable.

11
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FESPACIOS EUCLIDEOS Y ORTOGONALIZACION

Prof. Roberto Giménez Conejero

10 de febrero de 2025

1. Espacios euclideos

Un espacio euclideo es un espacio vectorial real £/ dotado de un producto escalar, es decir, de
una regla que asigne a cada par de vectores u, v un nimero real designado por < u,v >, de
forma que se cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad simétrica: < u, v >=< v, u >.
2. Propiedad distributiva: < 4 4+ @, v >=< 4,07 > + < W, U >.
3. < \u, v >= \ < u,v > para cada A € R.
4. <ﬁ,ﬁ>20,yséloesOsiﬁ:6.
En inglés se llama scalar product o dot product, porque a veces también se denota como
<U,T>=u-.
Se define el modulo o longitud (o norma) de un vector @ € E como

]| = /(@ a@). (1)
Ejemplo 1.1. 1. Si E=TR? yd = (v1,1y1), U= (22,92), entonces la formula
< U,V >:1= 11T + Y192 (2)
define un producto escalar en E.

2. Si E=R? yid=(x1,y1), U= (x9,92), entonces la férmula

<, T >= (z1,91) G ;) (zj) (3)

define un producto escalar en E. En este caso, el mddulo de un vector tiene la formula

1] = /23 + 2o + 203 = /(21 +92)2 + 2.

12



3. Si E es el espacio de funciones continuas reales en el intervalo [a,b], denotado por
C([a,b]), se define para cada par de funciones f,g en E el producto escalar

<fg>= / f(Dg(t)dt | (4)

obteniéndose asi un espacio euclideo de funciones.
En un espacio euclideo se cumple la siguiente desigualdad.

Proposicion 1 (Desigualdad de Schwarz). En un espacio euclideo E, se da
para cualesquiera i,V en E.

Demostracion. Consideremos dos vectores cualesquiera , v en E, y A un escalar real arbitrario.
Entonces,
<M — U, 0 — T >> 0, (5)
por las propiedades del producto escalar. Desarrollando la desigualdad anterior se obtiene
N|d|]? — 2 < i, v > +]||7]]* > 0.

La parte izquierda de esta ecuaciéon es un polinomio cuadratico en A que no puede tener raices
reales y distintas. En consecuencia su discriminante ha de ser siempre < 0. Por tanto < @, v >

—||4][?||7]|* < 0. Tomando raices cuadradas obtenemos | < @, v > | < |[u]l||7]], que es la
desigualdad pedida. O

Consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz es que en los espacios vectoriales euclideos
se puede establecer un concepto de angulos entre sus elementos. Por tanto podremos hablar de
elementos ortogonales, concepto andlogo al de vectores perpendiculares en el espacio euclideo
R? con la métrica usual.

Ortogonalidad. Sea E un espacio euclideo con producto escalar (,). Dados dos vectores u, U
en F, diremos que son ortogonales (respecto de (,)) si (i, ¥) = 0. Ademés si W es un subespacio
de E, se define su complemento ortogonal W+ como el conjunto

t={WeFE| (Wi =0paratodoi € E }. (6)

En estos espacios existe una nocién de dngulo entre vectores. En concreto, si u, v estan F,
definimos el coseno del dngulo que forman « y ¥ como

(@, )

IR ™)

cos Z(u, V) =

En consecuencia, el dngulo que forman « y v es

/(@,7) = arccos( {, 7) ) 0, 7] . 8)

]| - {%]]

Ejemplo 1.2. Si E = R?, y consideramos el producto escalar definido por la férmula

< U@, >= (w1, 1) G ;) (Z) (9)

para U = (x1,y1), U= (2,y2) en E, entonces
1

Z((1,0),(0,1)) = arc cos (m) - % (10)

13



En los espacios euclitos se verifica el Teorema de Pitagoras generalizado.

Teorema 2 (Teorema de Pitagoras generalizado ). Sea E un espacio euclideo, y @, 0 dos vectores

ortogonales de E, entonces:
1@+ a* = [|a]]* + [|9]] - (11)

Definicién 3. Dos subespacios Wy y Wy de un espacio euclideo E se dicen ortogonales, y se
escribe Wi L Wy, si todos los vectores de Wy son ortogonales a todos los vectores de W.

En general, en un espacio euclideo todo subespacio W de E tiene asociado otro formado por los

vectores que son ortogonales a los de W, se llama el complemento ortogonal de W, y se denota
por W+, Es decir,
W+ = {yj€ E|§ L # para cada vector & € W} (12)

Ademas, se dan las siguientes propiedades:

A, Wi L Wy siy so6lo si todos los vectores de una base de W; son ortogonales a todos los
vectores de una base de Ws.

B. Si Wy L W,, entonces Wy N W, = {0}.
C. Se tiene que E =W + W+,

Ejemplo 1.3. El complemento ortogonal del subespacio W = L(u, V), con © = (1,0,1), ¥ =
(2,—1,1) de R® cuando se considera el producto escalar habitual es la recta W+ de vector
director ¥ = (1,1,—1). Se tiene que R® = W + W, Entonces, cada vector de R® se pone de
forma dnica como suma de dos vectores, uno quenestd en W (a veces llamada la componente
horizontal del vector) y otro en W+ (a veces llamada la componente vertical del vector). Por

ejemplo:

(7,2,2) = (4,—1,3) + (3,3, —1) =2 (1,0,1) + (2, —1,1) + 3 - (1,1, —1).

1.1. Espacios afines euclideos. Distancia

En muchas aplicaciones el espacio vectorial £ = R™ se considera como espacio de puntos A = R"
y no como espacio de vectores. Esto es debido a que no se establece a priori ninguna referencia
cartesiana para calcular. En estas situaciones se dice que consideramos a R"™ como espacio afin
A asociado al espacio vectorial euclideo £ = R"™. Por esta situacién podemos definir el vector
que une dos puntos P = (p1,...,pn) , @ = (¢1, ..., ¢n) cOMoO

PQ = (g1 — D1y Gn — Pn)- (13)
También podemos definir una distandia entre puntos con la férmula siguiente:
d(P,Q); = ||PQ||. (14)

Tlustraremos estos conceptos sobre un ejemplo.

Ejemplo 1.4. Sea E = R?, con el producto escalar definido por la formula

< 0,7 >= (21,11) G ;) (zz) (15)

para U@ = (x1,y1), U= (x9,92) en E. Los puntos P = (1,1) y Q = (1,0) en A = R? definen el
vector PQ) = (0,—1) cuyo mddulo es V2. En consecuencia, para este producto escalar, se tiene

que d(P, Q) = /2.
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2. Ortogonalidad. Proceso de ortonormalizacion

Fijaremos en esta secciéon un espacio vectorial euclideo F de dimension n con producto escalar
<,>. En F una base se dice ortogonal si sus elemetos son ortogonales dos a dos; si ademas, los
elementos de una base ortogonal son de longitud 1, la base se dice ortonormal. Es decir, una

base B = {1, ...,u,} es ortonormal si se cumple que
Lo 0 sii#]
1 sii=7
Si B ={é1,...,€6,} es una base ortonormal de F, y 4 es un vector, entonces se da la siguiente
igualdad
U=<1u,e1 >€ +- -+ <1Ué, > ey, (16)
es decir, las coordenadas (Ay,...,\,) de @ en B se calculan segin la férmula:
M =<U,E >,...,\, =<1UE,>. (17)

Ademas, en este espacio siempre se puede construir una base ortogonal a partir de una dada; es
el método (o algoritmo) de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Se fundamenta en el siguiente
teorema.

Teorema 4. Sean 1y, ..., U, vectores linealmente independientes en un espacio euclideo E, y
sea L = Spang {1, ..., Uy} el espacio vectorial generado por los k primeros vectores. Enton-
ces, existe un conjunto de vectores vy, ..., U, tal que, para cada k = 1,2, ..., se verifica

1. El espacio vectorial L) := Spanp {01, ..., Uk} coincide con L.
2. El vector U1 es ortogonal a Ly.

Observa que del teorema anterior se deduce que la recta de vector director vy, es ortogo-
nal al espacio Ly (de dimension k). Si denotamos por (4 a esta recta, entonces escribimos
abreviadamente (1 L L.

A continuacién exponemos un algoritmo para calcular los vectores vy, ...,7,,... del teorema
anterior. Es el llamado Algoritmo de ortogonalizacion de Gram-Schimdt.

2.1. Algoritmo de ortogonalizacién de Gram-Schimdt

El algoritmo de Gram-Schimdt consta de los siguientes pasos:
» Input: Un conjunto de vectores B = {u, ..., u,} linealmente independiente.

= Output: Un conjunto de vectores B, = {¥y,...,,} linealmente independiente y ortogo-
nales dos a dos.

1. Definimos v; := uj.

2. Para 1 =2,...,n, calculamos
L L (<> <u7-,v;1,>q)
V= U; — _)—/Ul_f_..._*__»—rUA_l 18
= (e e " (18)
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3. Definimos B, := {7},...,U,}.

Ejemplo 2.1. Sea E = R?, con el producto escalar definido por la formula

< 0,7 >= (1, 51) G ;) (zj) (19)

para U = (x1,y1), U= (22,y2) en E. Supongamos que nos dan la base B = {u; = (1,—1), Uy =
(0,1)}. Observa que

< i >= (1, —1) G ;) (‘1)) —(1,—1) G) —_1+0.

Ademds ||u1|)* =< uy,u; >= 1. Aplicando el algoritmo de Gram-Scmidt a la base B obtenemos

< Uy, V1,> —1
Wvl = (O, 1) - T(l, —1) = (170)

— —

0n=u=(1,-1), 03=1u

Luego la base ortogonal asociada a B es
B, = {01 =(1,-1),v5=(1,0)}

En consecuencial la base ortonormal asociada a B segun el algoritmo de Gram.Schmidt es

~ N 1 . 1
B:{61: v = (1,-1),é5 = A 2:(1,0)},

[[03]]

ya que ||03|| = 1 para este productor escalar.

2.2. Proyecciones ortogonales

El concepto clasico de proyecccion de un vector de R? sobre un plano que pasa por el origen
admite una generacion a espacios euclideos de dimension finita. También se puede generalizar
en algunos casos a espacios de funciones de dimensién infinita.

Describiremos a conticuacion el concepto de proyeccion ortogonal sobre un subespacio W de
un espacio euclideo E.

Consideramos un espacio eiclideo E' de dimensién n, y un subespacio W de dimension d < n
sobre el que queremos proyectar. Se tiene que

E=W+W%, con Wnwt={0}. (20)

Consideremos una base ortonormal By = {é7, ..., ey} de W, respectivamente By = {€y41,...,€n}
base ortonormal de W+. Entonces B = B; U B, es una base de E, y en esta base se tiene que
las coordenadas de @ € E son

(KU1 >, 0, < U eq > < U gpg >, ..., < UéE>). (21)
por (16). Entonces la proyeccion sobre W queda definida por:
prw  E—=W | prp(d) =< i,é1 >e + -+ < 1, e > ey (22)

[lustraremos la construccién anterior sobre un ejemplo.
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Ejemplo 2.2. Consideramos R?® con el producto escalar habitual. Sea W el plano engendrado
por los vectores v; = (1,0, —1),v3 = (0,1, —1). Una base ortonormal de W es

1
B, = {e*l = E(1,0, ~1), = —(—1,2, —1)}

El complemento ortogonal de W es la recta W+ engendrada por €5 = \/3(1, 1,1). En consecuen-
cia, en la base B = {€7, €5, €3} se tiene

prw R =W | pr (@) =< i, €] > 1+ < @, 63 > 6.

Por ejemplo, si @ = (1,2,3) =< i, €] > €1+ < @, €3 > €3+ < @, 63 > €3 = €1 +0- 6 + \%63,
se tiene que
prw () = —=€é1 +0-é5 =

V2

3. Aplicaciones ortogonales.

Consideraremos en esta secciéon un espacio euclideo F con un productor escalar <, >.

Definiciéon 5. Sea f : E — E una aplicacion lineal. Diremos que f es una aplicacion ortogonal
si satisface la siquiente condicion:

< f(@), f(V) >=< 4,0 >, para cualesquiera U,V € E.

Nota 3.1. Se suele decir que una aplicacion es ortogonal si conserva el producto escalar. Obser-
va que en este caso conserva la longitud de los vectores, pues ||U||> =< 4,4 >=< f(q), f(@) >=

1 (@]

En el caso de que el espacio eculideo es E = R" con el producto escalar usual, las aplicaciones
ortogonales coinciden con las matrices ortogonales: matrices A de tamano n X n tales que
AA! = [,,. El conjunto de matrices ortogonales se denota por O(n;R),

O(n;R) = {A € M, ,(R) | AA' = I,}.

Ejemplo 3.1. Consideremos en R® una base ortonorma {€), e, €}, las sigientes transforma-
ciones son ortogonales:

100
= La identidad, cuya matrizes I = |0 1 0
0 01
-1 00
= La simetria respecto del plano © de ecuacion x =0, cuya matrizes S, = 0 1 0
0 01
1 0 0
» La simetria con respecto al eje { = OX, cuya matrizes Sy= (0 —1 0
0 0 -1
-1 0 0
» La simetria respecto al origen O (o simetria central), cuya matrizes So = | 0 —1 0
0o 0 -1
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1 0 0
» FEl giro de eje OX y dngulo «, cuya matriz es G, = | 0 cos(a) —sin(«)
0 sin(a) cos(a)

» El giro de eje OX y dngulo o compuesto con una simetria respecto del plano x = 0 (0
-1 0 0
simetria rotatoria), cuya matriz es o, = | 0 cos(a) —sin(«) |. Observa que se da la
0 sin(a) cos(a)
igualdad o, = Sy 0 G,

Una propiedad muy importante de las matrices ortogonales es que las columnas (o filas) de
una matriz ortogonal forman una base ortonormal (no solamente ortogonal).

4. Matrices unitarias.

Las matrices unitarias son el andlogo de las matrices ortogonales en los complejos en lugar de
en los reales. Concretamente, una matriz U de nimeros complejos es unitaria si

vUt = UU = I,

donde UT es la matriz traspuesta y conjugada. Es decir, la propiedad de ser unitaria es como
la de ser ortogonal si ademés se anade la conjugacion.

Las matrices unitarias son muy fttiles, por ejemplo, porque también preservan un producto es-
calar complejo (como en el caso de las matrices ortogonales arriba), que es el objeto matemético
que se usa para expresar probabilidades en mecénica cuantica.
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GUiA DE ESTUDIO:
ECUACIONES DIFERENCIALES MATRICIALES DE
PRIMER ORDEN

Prof. Roberto Giménez Conejero

February 12, 2025

1. Ecuacidon diferencial lineal de orden n

Una ecuacion diferencial es una ecuacion matematica que relaciona una funcién con sus derivadas.
El ejemplo mas sencillo, es cuando una funcién es igual a su derivada,

=1

La ecuacién anterior tiene infinitas soluciones, f(x) = Ce®, donde C' es cualquier constante.
Cuando damos una condicion inicial, por norma general, estamos concretando una solucion
particular de la solucion general anterior. Por ejemplo, si a la ecuacion diferencial anterior le
anadimos la condicién de que f(1) = 48, entonces solo hay una solucién, f(x) = 48/ce”, que
obtenemos de la solucién general anterior y afiadiendo la condicion:

Ce! = 48.

Una ecuacion diferencial lineal de orden n es una ecuacion diferencial donde aparece una funcién
y sus n primeras derivadas (aunque alguna puede no aparecer, lo importante es que la n-ésima
derivada si aparece) y ademés aparecen de forma lineal, es decir, no hay potencias ni otro tipo
de funciones que operen a las derivadas. De forma general, tienen esta estructura:

anf™ + a1 fOV 4t anfP 4 a fY taf =0,

donde los f( indican la i-ésima derivada de f, los a; y b son funciones (al igual que f) que
suponemos son conocidas.

Ejemplo 1.1. La ecuacion
f® —3f =49

es una ecuacion diferencial lineal de orden 3, y la ecuacion
sin(z) f*? —log(z)f® — f = tan(z)
es una ecuacion diferencial lineal de orden 42. Sin embargo, la ecuacion
(/)2 = 3sin(f) = 49

es una ecuacion diferencial no lineal.
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Las ecuaciones diferenciales lineales se llaman asi porque si f y ¢ son soluciones de la ecuacién
diferencial, entonces f 4+ ¢g y Af también son soluciones de la ecuacién diferencial cuando el
término b es cero, es decir, si la ecuacion es homogénea. Esto es muy facil de observar; si la
ecuacion original es

an ™+ o fOV 4 aofP Fa fY Faof =0,
entonces para la suma de soluciones h = f + g se tiene que

an(f+ )" +ana(f+ 9"V + - Fa(f+ 9P +ai(f + 9V +ao(f +9) =
an (S +9") + ana(FO + 9" - aa(fP 4 9P) +ar (S + 9V) + ao(f +9) =
(anf(m ety fO —|—a0f) + (anf(") + oot ar fO +a0f) =0+0,

y de forma similar con Af, por las propiedades lineales de la derivada.

Hay varios métodos para resolver este tipo de ecuaciones directamente, que se peuden encontrar
facilmente en cualquier referencia sobre este tema, pero no vamos a explicarlos. Nos vamos a
centrar en un método que transforma este tipo de ecuaciones en otro: en ecuaciones diferenciales
matriciales de orden 1.

La idea es muy sencilla. Empezamos con f, que lo llamamos también y, (por 0-ésima derivada).
Como la segunda derivada f” es la derivada de f’, llamaremos y; = f’ y entonces se tiene que
f” = yi. De la misma forma, si denotamos f” por ys, se tiene que f” = y,. En general,
tomamos la notacion y; = f@ y lo que se tendra es que y, = y;41. Esta idea nos permite
cambiar la ecuacion diferencial

A f™ F an fOV 4 agfP +a fY 4 agf =b

por la ecuacion
UnYn + An_1Yn—1 + -+ + a2y2 + ar1y1 + apyo = b,

si ademés anadimos las ecuaciones

Y1 = yé

Y2 = U,
Yn—1 = Yp_o

Yn = y':z—l'

La ventaja es que hemos cambiado derivadas de orden n a solo derivadas (de orden uno), pero
ahora tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales. En la siguiente seccion vamos a estudiar
cémo resolver este tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Nota. En realidad, en la siguiente seccién vamos a explicar cdmo resolver estos sistemas en
el caso en el que b = 0y a, = 1. Ademads, el truco anterior para transformar una ecuacién
diferencial de orden n en un sistema de orden uno habria que cambiarlo ligeramente: habria
que expresarlo todo en términos de yo, ..., y,—1, para tener y,,_, en la primera ecuacion.

2. Ecuacion diferencial matricial de orden 1

Como es habitual, en esta seccién vamos a considerar z,y, z 0, mas en general, ¥y, ..., y,, COMO
funciones que dependen de una variable ¢ (que normalmente omitiremos). Esto viene inspirado
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en situaciones fisicas, donde queremos estudiar una funcién que depende del tiempo.

Una ecuacion diferencial matricial de orden 1 es el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

/
n aipy G2 -+ Qup n
/
Ys Q21 Q22 -+ Q2p Y2
/
Yn Ap1 Ap2 - Qpp Yn

donde, a priori, los a;; son también funciones de ¢, aunque nosotros estudiaremos el caso en el
que son constantes. En forma abreviada, esto lo escribiremos matricialmente como Y’ = AY,
donde Y es el vector columna con los y; y A es la matriz de entradas a;;. Ademads, igual que
en el caso que se mencionaba anteriormente, normalmente habra infinitas soluciones que se
concretan si se dan condiciones iniciales en un tiempo t:

y1(to) 1

t C
y2< 0) _ | cR",
yn(t(J) Cn

0, en notacion matricial, Y (¢y) = C.

En el caso de que existan dos (vectores de) soluciones Vi, Vs, es decir, que V; = AV}, entonces
también A Vi + A2V, sera solucion, por la linealidad de la derivada. Supongamos ahora que
el tamano de la matriz cuadrada y de los vectores columna es n, como escribiamos antes, y
que ademads tenemos n (vectores de) soluciones Vi, ..., V,. En este caso, podemos obtener una
matriz al juntar los vectores en columnas:

Vi Vo oor VW,
Ahora llegamos al resultado principal para encontrar soluciones de la ecuacién diferencial ma-

tricial:

Teorema 1. El determinante de la matriz anterior se llama Wronskiano, y es no nulo si, y solo
si, los vectores Vi, ..., V, son linealmente independientes. En ese caso, al conjunto {Vi,...,V,}
lo llamamos conjunto fundamental de soluciones y cualqueir solucion de la ecuacion diferencial
matricial es una combinacion lineal de estos, es decir, cualqueir solucion V' tiene la forma

V=0Vi+-+0,Va,

para algunos valores by, ..., b,.

2.1. Buscar soluciones

En la practica, buscar un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial matricial
Y’ = AY es muy sencillo, basta con seguir estos pasos:

1. Como la matriz A es una matriz de constantes, se pueden calcular los autovalores de la
matriz y también los autovectores asociados.
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2. Si un autovalor A es real y tiene multiplicidad uno y autovector asociado 7, entonces la
solucién asociada a ese autovalor de la ecuacién diferencial matricial es V = M7 .

3. El caso en el que los autovalores son complejos o su multiplicidad es mayor que uno no
lo vamos a estudiar, pero es facil encontrar como encontrar soluciones en ese caso.

4. El conjunto fundamental de soluciones se consigue tomando todas las soluciones obtenidas
anteriormente.

Ejemplo 2.1. Para encontrar soluciones de la ecuacion

"\ (3 —4)\ [z
y) 4 =7)\y
lo primero que hacemos es encontrar los autovalores asociados a la matriz. Para ello, calculamos
las soluciones de
3 —4 10
(G 2) 20 1) -
3—A —4
det ( 4 o >\> =0
—21 =3A+TA+ X +16 = 0.

Las soluciones de la ecuacion anterior son los autovalores: Ay =1 y Ao = —5.
Ahora sacamos autovectores asociados. Para el autovalor 1, buscamos un vector o que satisfaga
la ecuacion del tipo AU = MU o, equivalentemente, (A— /\1[)7 =0:

3 —4)\ ([a) L[
4 —7)\p)  “\B)’
con lo que después de resolver el sistema asociado obtenemos o = 23. Con esto, obtenemos el

autovector
2
7 = @ |

Haciendo el mismo tipo de calculos para Ao, obtenemos el autovector
1
Ty = @ .

Con estos datos, podemos obtener un conjunto fundamental de soluciones. Asociado al autovalor

)\1 es
2 2€t
‘fl 6/\1t71 elt <1> — ( t) .

De igual forma, para Ay = —5 es

Va=e Wy =™ = e
2 2 2 27 |-

Con esto, cualquier solucion de la ecuacion tiene la forma

t —5t
V=0 Vi £ bV =by <2€>+b2<6 )

et 2e 0t
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para algunos valores by, by € R. De hecho, podemos comprobar que esto es cierto con el teorema
anterior, porque el Wronskiano es no nulo:

2€t et—5

> — 46_4t . e—4t — 36—4t7

que es no nulo.

Por tultimo, solo queda estudiar qué ocurre cuando damos condiciones iniciales. Puesto que
ya sabemos la forma de cualquier solucién, solo tenemos que buscar una que cumpla las
condiciones impuestas. Es decir, sabemos que una solucién cualqueira tiene la forma

para algunos b;, si ademés sabemos que nuestra soluciéon debe cumplir que V' (ty) = C, esto nos
determina los coeficientes por medio de un sistema de ecuaciones. Veamoslo con el ejemplo
anterior.

Ejemplo 2.2. Volvamos al ejemplo anterior, con la misma ecuacion y anadamos que la solucion
tiene como condiciones iniciales ©(0) = 47 y que y(0) = 13. Matricialmente:

V(0) = (‘g) .

Anteriormente ya habiamos calculado la solucion genérica de la ecuacion,

2 t —5t
() en(c)

con lo que solo falta anadir nuestra condicion:

S Rt = R A )

Esto, claramente, se corresponde al sistema

201 + by =47
b1 + 2by = 13
Si lo resolvemos, obtenemos que by = 27 y by = —7, con lo cual nuestra solucion particular es

(x(t)) 2¢t e ™\ [ bde! — Te
Vit = (y(t)) = ( et> T <2€5t o\ 27e! — 14e0t )
Ademds, podemos comprobarlo si quisiéramos volviendo a la ecuacion diferencial inicial y us-
ando que x(t) = 5de' — Te™ y que y(t) = 27e' — 147"
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Guia de estudio:
Funciones de varias variables reales.
Calculo diferencial

Prof. Roberto Giménez Conejero

4 de marzo de 2025

En este documento presentamos una guia de estudio para el tema de Calculo
diferencial. Se puede ampliar su desarrollo en los temas correspondientes en los
libros [3, 4, 1] y también [2].

1. Funciones en R"

Las funciones de varias variables surgen de manera natural en contextos muy
elementales. Por ejemplo:

» f(z,y) = /2% + y? da la distancia del origen al punto (x,y).

» f(z,y) = zy da el area del rectdngulo de dimensiones z e y.

v f(x,y,2) = /22 4+ 3% + 22 da la distancia del origen al punto (z,y, z).

= La magnitud de la fuerza gravitatoria ejercida por un cuerpo de masa M
situado en el origen sobre un cuerpo de masa m situado en el punto (z,y, 2)

viene dada por F(z,y,z) = %

Si el dominio de una funcién g no viene dado explicitamente, se sobreentiende
que el dominio es el conjunto de todos los puntos para los cuales la definicion de la
funcién tiene sentido. La imagen o rango de g son todos aquellos valores que puede
tomar g. Usaremos las sigientes notaciones para estos conceptos: si g : U — R es
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una funcion tal que U C R", diremos que ¢ es una funcion de n variables, que U es
su dominio, su imagen o rango es

Im(g) = {y € R | existe un punto p € Utal que y = g(p)}.

Por ejemplo, si g(x,y,z) = arcsin (z + y + z), se entiende que el dominio es el
conjunto de todos los puntos (x,y, z) para los cuales —1 < x4y + 2z < 1. Su imagen
or rango es Im(g) = [—g, %} La descripcion de su domunio es la siguiente:

U={(z,y,2) R’ | —1—-az—-y<z<1l-z-y}.

1.1. Curvas de nivel. Superficies de nivel

La representacion gréafica de funciones de varias variables es bastante distinta a
la de una variable real. Estudiaremos los casos de dos y tres variables.

En el caso de funciones de dos variables (n = 2), si consideramos una funciéon
f : U — R dibujaremos en primer lugar el mapa de la funcion. Este mapa 2D esta
formado por las curvas de nivel constante de la funciéon f. Asisi A es el nivel fijado,
la curva de nivel X de f es

Cr={(z,y) eR*| f(z,y) = A} (1)
La grdfica o grafo de la funcion es el subconjunto de R?® definido por
graf(f) ={(z.y.2) €R® | z = f(z,y) } = [ JC\ x {A}. (2)
AER

Es decir, la grafica se construye a partir del mapa poniendo cada curva de nivel a
su nivel, esto es Cy a altura z = \.

Ejemplo 1.1. Sea f(z,y) = 22 + y?. Sus curvas de nivel son circunferencias de
centro (0,0) y radio VA, si A > 0; la curva de nivel O es un tipo de curva degenerada
ya que Co = {(0,0)}; finalmente, si A < 0 no hay ningin punto real en la curva, es
decir es el conjunto vacio. Su mapa tiene la representacion grdfica siguiente:
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L0 -5 00 05 10

X

Su grdfica es la siguiente figura:

Por otro lado, para funciones de tres variables (n = 3), si consideramos una
funcion f : U — R dibujaremos sélo el mapa de la funcién. Este mapa es ahora 3D
y estd formado por las superficies de nivel constante de la funcién f. Asisi A es el
nivel fijado, la superficie de nivel X de f es

Sy = {(.T,y, ) eR’ | f L, Y,2) = )\} (3)

Es este caso no podemos representar su grafica ya que tendriamos que dibujarla en
un espacio de cuatro dimensiones.
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Ejemplo 1.2. Sea f(x,y,z) = x> + y* + 22. Sus superficies de nivel son esferas de
centro (0,0,0) y radio VA, si X > 0; la superficie de nivel 0 es un tipo de superficie
degenerada ya que So = {(0,0,0)}; finalmente, si A\ < 0, no hay ningin punto real
en la superficie Sy, es decir es el conjunto vacio.

En general, para funciones de n variables, si consideramos una funcién f : U — R
el mapa de la funcion es n dimensional y estd formado por las hipersuperficies de
nivel constante de la funcion f. Asi si A es el nivel fijado, la hipersuperficie de nivel
Ade fes

Hy=A{(x1,...,2,) ER" | f(21,...,2,) = A} (4)

La grdfica o grafo de la funcion es el subconjunto de R**! definido por

graf(f) ={(z1,..., 20, 2) ER™ [ 2= flar,...,2,) } = [JHax {A}. (5)

AER

1.2. Limites y continuidad de funciones de varias variables
reales

Presentaremos a continuacion las nociones de limite y continuidad para funciones
de 2 variables reales. Todos estos conceptos tienen sus analos para funciones de n > 2
variables reales pero su exposicidén es menos intuitiva. Por otro lado, usaremos en
estos espacios R™ la distancia euclidea usual dada por

d(P, Q) = \/<Q1 - pl)2 +- (Qn - pn)2> (6)

donde P = (pla s 7pn) y Q - (Q1a s 7qn)
En primer lugar, para estudiar las funciones en varias variables se necesita con-

siderar algunos tipos de conjuntos especiales. Los definiremos a continuacion.

Definicion 1.1. Sea r > 0 un imero real positivo y P € R?, definimos:

= La bola abierta de centro P y radio r, también llamada disco abierto, como:

B(P;r) = {(z,y) € R*|d((z,y); P) <} (7)

= La bola cerrada de centro P y radio r, también llamada disco cerrado, como:

B(P;r) = {(z,y) € R*|d((z,y); P) < r} (8)

27



= La bola abierta punteada de centro P y radio v, como:

B (P;r) = {(z.) € B0 < ((,9); P) < r} 9)

Consideremos una funcion de dos variables reales f(z,y) que esta definida alre-
dedor de un punto P = (a,b). Entonces, decimos que el Iimite de f es L cuando
(x,y) tiende a P,y escribimos

lim f(z,y) =L,

(z,y)—P

si, para todo € > 0, existe § > 0 talque, para todo punto (x,y) € B*(P;J), entonces

|f(:1:,y) - L‘ <€
Ejemplo 1.3. 1. La funcion dada por
) = 2 (10
,Y) =
tiene limite 0 en (0,0). Este hecho se deduce de la siguiente acotacion:
2y
x? + y?

r3 cos? @ sin 6

<r,
”

donde hemos usado el cambio a coordenadas polares en R2:

x=rcosf , y=rsind .

2. La funcion dada por

xy + y?
l" = ——
f(z,y) pEay

no tiene limite en (0,0). En efecto, sobre la recta de pendiente m la funcion
toma el valor

mz® +m2z%  m(l+m)
flz,mz) = —3 2.2 2
¢+ mAx 1+m

valor que es distinto para cada recta y = max, luego no existe este limite. Su
grifica es la siguiente figura:

28



Los limites de las funciones de varias variables verifican las siguientes propie-
dades, que sOlo enunciaremos aqui para funciones de dos variables , pero que son
aplicables a funciones de n > 2 variables.

Teorema 1.1. (Propiedades de los limites) Supongamos que lime ,p f(2,y) ¥y
lim ) p g(x,y) existen. Entonces:

1. Propiedad de la suma:

lim x,y) + g(x, = lim x,y)+ lim x,
oim  (f.y) + 9@ y)) = N f(z,y)+ i g(z,y)

2. Propiedad del miltiplo constante: para cada constante k € R se tiene

lim (k- f(x, =k- lim x,
o (k- f(,) L f(zy)

3. Propiedad del producto:

im (f(z,y) - g(z,y)) = ( limpf(x,y)> ( h’mpg(:r,y))

(zy)—P (z,y)— (z,y)—

4. Propiedad del cociente: silim, 4)_.p g(z,y) # 0, entonces

, f(l’, y) _ Hm(m,y)%P f(ﬂl', y)
lim = —
9(z,y) im ) p 9(2,y)

(z,y)—P

La continuidad de funciones de varias variables es un poco mas delicada que las
de una variable real debido al tipo de entornos que tienen los puntos en R", véase
1.1.
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Definicién 1.2. Una funcidn f(x,y) es continua en un punto (a,b) si

m  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—P
Se dice que es continua, si es continua en cada punto P de su dominio de definicion.
Una propiedad 1til de las funciones continuas es la siguiente:

Proposicion 1.1. La composicion de funciones continuas es continua.

2. Derivada direccional de una funcién. Aplicacio-
nes

Consideremos una funciéon f : S — R, con S C R?, y un vector unitario @ =
(u1,us). En cada punto P = (a,b) del dominio de f podemos considerar la variacion
de la funcién f en la direccion del vecto u. Matematicamente esta variacion de
calcula como el siguiente limite:

huy, b+ hug) — b

Dz f(P) := lim flat hu,b+ ) = fla, ), (11)
h—0 h

y se llama la derivada direccional de f en P en la direccién 1. Hay dos casos particula-
res importante que tienen nombre propio, son las derivadas parciales de f, y que son

casos particulares de la definicion anterior, para @ = &; = (1,0), y @ = & = (0,1).
Definicion 2.1. Para una funcion de 2 variables f : S — R, definimos:

1. La derivada parcial de f con respecto a x como

af o R Y f(a—i_hvb)_f(a’b)
°L(P) = Da f(P) = lim ; . (12)

2. La derwada parcial de f con respecto a y como

of . fla,b+h)— f(a,b)
8_y(P> = De, f(P) = lim 3 : (13)

En este tema estudiaremos como calcular tales derivadas para una funcion f da-
da. También su importancia y uso para aproximar f cerca de P. Para esto usaremos
el vector gradiente de f en P, que definimos a continuacion.
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Definicion 2.2. Sean F : S — R una funcion de varias vriables reales con S C
R", y un punto P € S. Entonces, el gradiente de I es el vector que tiene por
componentes las derivadas parciales de F', es decir

VEF(P) = (g—i(p),...,g—i(p)) . (14)

Nota 2.1. En el caso de dos variables, la definicion anterior es como sigue. Dada
una funcion de 2 variables f : S — R, y un punto P € S, definimos el gradiente de
f en P, y lo denotamos por V f(P), como

vie)= (GHeote). (19

En una siaticiéon general, la derivada direccional de una funcion se calcula usando
la formula (16) establecida en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. (Cdlculo de la derivada direccional) Sea F' un funcion con derivadas
parciales continuas en R™. Si ¥ es un vector no nulo de R™, entonces 1 = HZTH es el
vector unitario en la direccion de U, y la deriwada direccional de F en esta direccion
viene dada por la formula:

oF oF

DiF =VF - @l= 2y + 4 o, 16
¢ 8x1u1+ +8$nu (16)

donde U = (uq,...Uy).

Ejemplo 2.1. Consideremos F(x,y) = ze¥, y ¥ = (2,3). Entonces, la derivada
direccional de I en la direccion de U es

1 2+ 3z
DgF = —— (e -2+ ze¥ - 3) =
\/22+32( ) V13

Nota 2.2. En el caso de funciones de dos variables f : S — R2, el gradiente define
una funcion (vectorial) Vf : S — R? dada por

af of
%7%)7

ev.

(z,y) — Vf = (

llamada habitualmente campo gradiente de la funcién f. En la siguiente seccion
analizaremos algunas propiedades de esta funcion.
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2.1. El gradiente de una funcién

Sea f : S — R una funciéon de variable real, donce S es un abierto de R".
Supongamos que f tiene derivadas parciales %, 1 <7 < n, continuas y consideramos
el vector gradiente de f en R™ dado por

e ()

axl,...,axn.

Es de senalar que si ¢ = (ug, ..., u,) es un vector unitario en R”, entonces la derivada
direccional de f en la direccion 4 viene dada por la formula (16) y la del producto
escala, es decir

Daf =V f-ti=|[Vfl[cos(£(Vf,a)), (17)

donde Z (Vf, %) denota el angulo entre Vf y 4. En consecuencia, tenemos las si-
guienes desigualdades que acotan los posibles valores de la derivada direccional de
una funcion:

=Vl < Daf < IVl (18)

Dicho de otro modo, el vector gradiente apunta en la direcciéon y sentido de la
maxima tasa de variacion, y esta tasa maxima es ||V f||. Andlogamente, la funcion
f decrece mas rapidamente en el sentido opuesto al gradiente de f, es decir, en la
direccion —V f. La tasa de variacion de méaximo decrecimiento de f es —|V f||. Por
otro lado, la derivada direccional es 0 en las direcciones ortogonales al gradiente.
Para afianzar estas ideas mostramos cémo usarlas en unos ejemplos.

Ejemplo 2.2. Sea f(x,y) = x'y™2 una funcion definida en R*\ {y = 0}, y P =
(2,1). Halla el vector unitario que apunte en la direccion y sentido de la mdzima
tasa de crecimiento de f en P.

Para calcular diche tasa calcularemos en gradiente de la funcion y lo evaluaremos
en P. Después tomaremos el vector unitario u correspondiente. Los cdlculos son los
stquientes.

Vf = (4aPy~2, —22%3) | Vf(P)=(32,-32), @ = (1/v2,1/V2) .

Ejemplo 2.3. La altitud de una montania en variables (x,y) viene dada por la
funcion ,

h(z,y) = 2500 + 100(x 4 y?)e %",
donde x,y vienen dadas en unidades de 100 metros (m).

1. Halla la derivada direccional de f en el punto P = (—1,—1) en la direccion

™

del vector unitario U que forma un dngula 0 = 7 con el gradiente.
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2. ;Cudl es la interpretacion de la derivada anterior?

La respuesta al primer apartado se halla usando la formula (17). En efecto,
Vf(=1,—-1)=(74,-148) , Dzf(—1,—1) = ||(74, —148)|| cos(%) o~ 165,5/\/5 ~ 117.

La interpretacion de esta derivada es sencilla. St nos situamos en la montana en
el punto (—1,—1,2500), y empezamos a movernos sobre la montaria de forma que
nuestro desplazamiento horizontal se realice en la direccion i, entonces la altitud
aumenta a razon de 117 metros por cada 100 metros de desplazamiento horizontal,
o también 1,17 m por cada metro.

Otra propiedad importante del campo gradiente es que es perpendicular a las
curvas de nivel de la funcion. Este hecho es una consecuencia de la regla de la cadena
que estudiaremos a continuacion, véase Proposicion 2.1. Resumimos lo expuesto en
esta seccion en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. (Interpretacion geométrica del gradiente) Sea f : S — R una fun-
cion de variable real, donde S es un abierto de R%. Supongamos que f tiene derivadas
parciales g—i, 1 <1 <2, continuas y que el vector gradiente de f en el punto P € S
no es el vector nulo. Sea U@ un vector unitario formando un dngulo 6 con ¥V f(P).
Entonces

Daf(P) = [IVf(P)]] cos(0).

Ademds, se verifica

» Vf(P) apunta en la direccion y senlido de la tasa de variacion mdzima de
crecimiento de f en P.

» —Vf(P) apunta en la direccion y sentido de la tasa de variacion mdzima de
decrecimiento de [ en P.

» Vf(P) es ortogonal a la curva de nivel de f en P.

Nota 2.3. Es un ejercicio interesante la formulacion y verificacion del resultado
andlogo al anterior para funciones f : S — R, con S C R", que se propone al lector.
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2.2. Regla de la cadena en varias variables

Recordemos en primer lugar que si una funcion de una variable, y = f(z), y la
variable z varia con el tiempo ¢, es decir z = x(t), entonces la formula de derivacion
llamada “Regla de la cadena"proporciona el calcula de la variacion de y como funcién
de t. En concreto:

dy df df dx
dt — dt — dr dt’
Por ejemplo, si y = cos(3z%+1), y la variable x es la funcién dada por x = z(t) = 2t3,
entonces y = % = —sin(12t+1)- (6t2). Comenzaremos estudiando la generalizacion
de esta formula en el caso de varias variables. Es la llamada “Regla de la cadena

para trayectoria’”.

Proposicion 2.1. (Regla de la cadena para una trayectoria) Sea F : S — R una
funcion de wvarias vriables reales con S C R", y un punto P € S. Supongamos
dada una curva en S con punto inivial P, es decir una funcion Z(t) derivable y con
derivada continua definida en un intervalo [a,b] C R tal que Z(a) = P,

la,0] = S, T(t) = (z1(L),. .., 2a(t)) . (19)

Entonces, la derivada respecto de la variable t de la funcién compuesta F o Z(t) se
calculamediante la formula:

dF dx oF dxq oF dx,,
@ = VE(P)- S0 = 5P T ) 4+ (P (20

La proposicion anterior en el caso de dos variables (z,y) admite la siguiente
formulacion:

A T drdt oyt
INustraremos su aplicacion sobre un ejemplo.

dF _ o, dT _0OFdc  OF dy 1)

Ejemplo 2.4. Consideremos la funcion F(z,y) = 20+ 10e 03> +v?) que modeliza la
funcion temperatura sobre una placa (en °C'), y la trayectoria ¢ = (cos(t—2), sin(2t))
(t en sequndos), cuya grifica se puede ver en la siguiente figura:
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Entonces

d—)
VE = (<bre 090, ye0 ) 9 (it~ 2),2c0n(21))

En consecuencia,

dF

—r = Gusin(t — 2)e 3@ ) _ 19y cos(2t)e 03 YY),

Si nos interesara la tasa de variacion de la funcion temperatura F en el punto
P = ¢(0) = (cos(2),0) ~ (0,9,0) al desplazarnos sobre la curva ¢(t) obtendriamos

4(0) ~ 2,155°C/s.

Proposicién 2.2. Sea f : S — R, con S C R? abierto y f derivadas parciales
continuas. Entonces, para cada punto P € S, el vector V f(P) es perpendicular a la
curva de nivel de f que pasa por P.

Demostracion. En efecto, si ¢(t) = (x(t),y(t)) es una parametrizacion de la curva
de nivel de f que pasa por P, entonces, f o &(t) = A para una cierta constante \;
luego, por (21), se tiene que

df oc  dA

2L 0= V(P)- () =0,

lo que da el resultado, ya que ¢'(t) es el vector tangente a la curva de nivel A. [

La version general de la Regla de la cadena (no sélo para una trayectoria) esta-
blece el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Regla de la cadena para funciones. Sea f: S — R una funcion
definida en un conjunto abierto S C R™. Supongamos que cada funcion coordenada
x; es a su vez una funcion diferenciable de un conjunto de m wvariables reales, t =
(t1, ... tm), para i =1,...,n. Si denotamos por Z(t) = (x1(t),...,z.(t)), entonces
tenemos la siquiente formula de derivacion:

df o7
Ot

0xy (%n) B of Ox; (22)

(i):vf'(ﬁ_tk"”’ﬁ_tk _¢=1 D, 1,

Tlustraremos con un ejemplo como se aplica la formula (22).
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Ejemplo 2.5. Consideremos la funcion f(z,y) = x* +y* + x, y el cambio de
coordenadas a polares dado por

xr=rcosf, y=rsind.

Se pide calcular la variacion de f con respecto a la variable radio r y también respecto
a la variable angular 0. Para esto aplicaremos la formula (22) para las variables

(th?) = ((an) ’ (t17t2) = (t79>'

En consecuencia

gf (22 4+ 1,2y) - (cosf,sinf) = (2rcosf + 1, 2rsinf) - (cosh, sin ) = 2r + cos b,

r

of : : : :
B = (22 4+ 1,2y)-(—rsind,rcosf) = (2rcosf + 1,2rsinf)-(—rsinh,r cosf) = —rsinf.

2.2.1. Derivacion de funciones definidas de forma implicita

Supondamos dada una superficie I en R? definida por la ecuacion F(z,y, z) = 0.
Supongamos que cerca de un punto P de I' la coordenada z se puede poner como
funcion de (z,y), es decir z = z(x,y), en este caso, g—i # 0, y se dan las siguiente
formulas, llamadas de Férmulas de derivacion en implicitas

0z F, 0z F,
s __r =Z__7Y 2
ox E, 7 0y F,’ (23)

donde hemos usado las notaciones F, = gf , By = aF , F, = 8F . La verificaciéon de

la fonmula anterior es facil: basta aplicar la regla de 1a Cadena, (22), a la ecuacion
F(z,y,z) = 0. Mostraremos su uso en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6. Si consideramos el hiperboloide de una hoja de ecuacion

F(z,y,2) =2 +y* — 2"+ 120 — 82 —4 =0,

entonces las variaciones 3;7 g—; en el punto P = (1,1,1), vienen dadas por
0z 2x + 12 7 0z 2y 1
(9x< ) —42—8P 6 8y( ) —4z—8 6
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2.3. Diferenciabilidad y continuidad de funciones en varias
variables

Consideremos una funciéon f : R — R™. Diremos que f es diferenciable en
un punto P, de R", si y solo si existe una matriz T' de tamano m X n tal que

i 10 = (R) £ T(RX)) o)
o 1P|

Llamaremos a la matriz 7' la derivada o diferencial de f en Py, y la denotaremos
por Dp, f, o también D f(Fp). Se da el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Supongamos que f : U C R* — R™ es diferenciable en un punto
Py € R™. Entonces todas las derivadas parciales de f existen en Py y se tiene que la
matriz T = (t;;) de tamanio m x n que satisface la condicion (24) es

T = (ty) = ((EZZ (Po)) )

donde f = (f1,..., fm) son las componentes de f y (x1,...,x,) es un sistema de
coordenasdas en R™.

Demostracion. Véase [3], pag. 158. O

En el caso de funciones de varias variables, también se da el hecho de que la
diferenciabilidad de f en un punto implica la continuidad en ese punto. En concreto,
usando el siguiente resultado se puede demostrar el teorem 2.5.

Lema 2.1. Véase [7], pag 162.

Teorema 2.5. Supongamos que f : U C R* — R™ es diferenciable en un punto
Py € R™. Entonces f es continua en Py, y ademds existe una constante M > 0 tal
que

1F(X) = F(R)Il < M|[X = Rl (25)

para X cerca de Py y X # F,.
Demostracion. Véase [3], pag. 158. O

Finalmente podemos concluir que, en el caso de que la funcién considerada f
tenga derivadas parciales continuas, entonces f es diferenciable. En concreto, para
el caso de dos variables tendriamos el siguiente enunciado.
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Teorema 2.6. Supongamos que f : U C R™ — R es diferenciable. Entonces todas las
derivadas parciales existen, y la derivada direccional en un punto X en la direccion
U estd dada por la formula:

Daf(X) = Vf(X)-u (26)

Demostracion. Considermos la curva ¢(t) = X + ta. O

2.4. Aproximacion de funciones y Teorema de Taylor
2.4.1. Plano tangente a una superficie en un punto. Aproximacién lineal

Consideremos dada una superficie en R? definida por una ecuacion F'(z,y, z) = 0,
es decir § = {(z,y,2) € R®| F(x,y,2) = 0 }. Considermos un punto Py = (9, Yo, 20)
de dicha superficie, es decir F'(xg, Yo, 20) = 0. Entonces, se define el plano tangente
a S en Py como el plano definido por la ecuacion:

OF OF OF

— (PR, — —(Py)(y — —(Py)(z — =0. 27
5, (L0)(@ — o) + 8y( 0)(y = 4o) + 5~ (Fo)(z — =0) (27)
Un caso particular importante es el de considerar las superficies que son graficas
de funciones de dos variables, f(x,y). En este caso F(z,y,z) = f(z,y) — 2z, y la
ecuacion anterior tiene una formula mas sencilla:

g—i(%; Yo)(r — x0) + g—i(a?o,yo)(y — ) — (2 —2) =0, (28)

donde zy = f(xo, y0)-

Ejemplo 2.7. 1. Si F(x,y,2) = 2*> + 3> + 22 — 1, entonces el plano tangente al
la superficie F =0 en el punto Py = (1/v/2,1/1/2,0) es el plano

2 1 2 1

—@—-—)+—=y——F7)=0. 29
\/5( \/5) \/ﬁ(y \/5) (29)
2. Si f(z,y) = 22 —y? y consideramos la superficie que da su grdfica, entonces, por
ejemplo, el plano tangente a la grdafica en el punto (de la grifica Py = (1,1,0)
es
2 —-1)—-2(y—1)—2z=0. (30)
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Una utilidad de la ecuacion del plano tangente a una grafica de la forma z =
f(z,y) es para construir la aproximacion lineal de la funcion f alrededor del punto
(20, Yo)- Se tiene entonces la siguiente formula:

) = I(oo.w) + G oo = a0) + S zo )y - ). (31)

formula que recibe el nombre de aprozimacion lineal de f alrededor del punto (o, yo)-

Ejemplo 2.8. Si f(x,y) = 2* — y?, y consideramos el punto P = (1,1), la aprozi-
macion lineal de f alrededor del punto P es

flz,y) ~04+2(x—1)—2(y—1) =22 —2y . (32)

2.4.2. Derivadas de orden superior. Teorema de Taylor

Las derivadas parciales de orden superior son las derivadas parciales de las deriva-
das parciales de una funciéon f. Asi, si f : S — R es una funcion de dos variables, por
ejemplo (z,y), las derivadas parciales de segundo orden son las derivadas parciales

0 P .
de f, = 3—£ yde f, = 8_5; es decir,

) A P ) P P AP R
C9x ox2 Y oy oy Y 9y Oyox ' 'Y Ox O0xdy’
En las férmulas anteriores se aprecia la importancia del orden de derivacion
iterada a la hora de calcular las derivadas cruzadas fy, , fz,. Sin embargo, para
funciones muy generales tal ambigiiedad desaparece debido al , también conocido

como teorema de Schwarz.

Jaw

Teorema 2.7. 57 fy, y fuy Son continuas en una bola B, entonces fy, = fuy en
cada punto de B.

Nustraremos el resultado anterior sobre un ejemplo.

T

Ejemplo 2.9. Consideremos f(x,y) = ¢*/Y. Entonces f, = iem/y, fy = —?e“/y.
Entonces las deriwadas sequndas de f son:

1 1 T
fa:a: = _6ac/y ) f x — <__ - _) ex/y )
y2 Y y2 yd

2x x T 1
(2T I O T
fyy_(y3+y4)ey’f”_( y3 yz)ey’

lo que comprueba la igualdad fy, = fry-
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Las derivadas de orden superior son un elemento importante de las funciones para
construir sus aproximaciones polindémicas. En concreto, esto sucede con el teorema
de Taylor 2.8 para funciones en varias variables.

La notacién que usaremos es la siguiente, llamada notacion de multiindice. Si
a = (aq,...,a,) es un vector de nimeros naturales de tamano ny v = (vy,...,v,),
tomamos la siguiente notacion:

af =ar+ -+ an,
al=aq!- -y,

«

v :/U?l""l]a"

n °

Ademas, si f : R® — R es una funciéon cuyas derivadas parciales de cualquier
orden son diferenciables (para que no haya problema con el orden de las parciales),
tomamos la notacion:

a|a\f aa1+---+anf
awa o axal e ax%n )

Con esta notacion, el teorema de Taylo queda de la siguiente forma.

Dof =

Teorema 2.8. (Teorema de Taylor para funciones de varias variables)
Sea f .S — R una funcion. Supongamos que f y todas sus derivadas parciales de
cualquier orden diferenciables en un punto a € R"™ (por el orden de las parciales).

Entonces, si @ = (x1,...,x,), existen funciones E, : R — R para cada o con
la| =k tal que
f(@) = Pra(@) + Y Eol@)(z - a)
|a|=k
D f(a) o o
=) T(m—a) + Y Eolz)(z - a)®,
la|<k la|=k

donde ademds
lim E,(x) =0

para todos los E,.

En el teorema anterior, Py q(x) se llama el polinomio de Taylor de orden
k de f en el punto a, y E,(x) son las funciones error (que son muy pequefnios
cuando x estd muy cerca del punto a).

Dada la complejidad de la formula anterior la explicitaremos para el caso parti-
cular de funciones de dos variables n = 2 y orden de diferenciabilidad m = 3. En
este caso el teorema anterior se puede reformular como sigue.
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Sea f : R? — R una funcién. Supongamos que f y todas sus derivadas parciales
son diferenciables en @ = (xg, 3o). Entonces, el polinomio de Taylor de orden 2 de f
en a es

Pra(e9) =f(a) + 5 (@)e — 0) + 5L @)y -
+ @ T @ - sy - ) + S @

y el polinomio de Taylor de orden 3 de f en a es, escribiendo v; = x—z(¢ y v2 = y—yo,

Psqo(x) =f(a) + g—i(a)vl + g—i(a)vz
02f, v O%f O*f w2

+ @(a)a + axay (CL)Ul’UQ + 7(0,)—
Bf, v 03 f vivy Pf vi  Pf, s
T o0 V3 T g2, Y T oo Yo T Y

La formula de P, proporciona la aproximacién cuadratica de la funcién f
cerca del punto (zg, ), y se puede reescribir como

Ps @oyo)(@,y) = f(@oyo) + V f(a) - (z — zo,y — yo)+
— 33)
a8 B0 (o)
=m0 (@) fla)) Lo
La matriz 2 x 2 de la formula anterior se llama la matriz Hessiana de f y sera

fundamental para el estudio de los puntos extremos de la funciéon f. Se denota por
Hessf,y sila evaluamos en un punto a, entonces escribiremos Hess, f.

Ejemplo 2.10. Calcula la formula de aprozimacion cuadrdtica (33) para la funcion
flx,y) =23 +9> —x en el punto P = (1,—1).
En primer lugar calculamos las derivadas necesarias:

o 2 2 o 6z 0
Vf=3z"-1,3y") , Hessf-(o Gy)'

Después evaluamos en el punto dado:
6 0
f<P>:_1a Vf(P):(2,3), H688pf: 0 —6)°
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lo que da la aprorimacion cuadrdtica:

B 1 6 0 x—1\ . o 9
Py p(x,y) = —1+2(x—1)+3(y+1)+§(x—1,y+1) (O —6) (y—l— 1) =3z"-3y"—4x-3y.

Observa que la superficie z = 32% — 3y*> — 4x — 3y es un parabolide hiperbdlico y
tiene la representacion grifica siguiente

y proporciona una aproximacion cuadrdtica local de la funcion f cerca del punto
P = (1,-1). Por ejemplo, usando el comando plot3d([z3+y>—x, 32°—-3y*—dx—
3yl, £ =0 .. 2, y = -2 .. 0, color = [blue, yellow]) de Maple podemos
representar ambas grificas y se observa lo siguiente:

2.5. Maximos y minimos de funciones de varias variables

La optimizacion es el proceso de hallar los valores extremos de una funcion.
Esto consiste en hallar por ejemplo los puntos donde se alcanzan valores maximos
y minimos de la grafica sobre un cierto dominio S. Anélogamente al caso de una
variable, es importante distinguir entre extremos locales y globales. Para tratar este
tema necesitaremos establecer algunas definiciones basicas.
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Definiciéon 2.3. Una funcion f: S — R definida en un dominio S de R™ tiene un
extremo local en un punto P € S si existe una bola centrada en P, B(P;e) C S tal
que se da alguna de las dos situaciones siguientes

1. Para todo punto x € B(P;e€) se verifica la desigualdad f(z) < f(P). Situacion
llamada de maximo local en P.

2. Para todo punto x € B(P;¢) se verifica la desigualdad f(x) > f(P). Situacion
llamada de minimo local en P.

Definiciéon 2.4. Un punto P € S se dice un punto critico de f si el gradiente de f
en P es el vector nulo, es decir V f(P) = 0, o alguna derivada parcial de f no eziste
en el punto P.

Los conceptos anteriores estan relacionados. El siguiente teorema (atribuido a
Fermat) establece su conexion.

Teorema 2.9. Si f tiene un mdzimo o un minimo local en un punto P, entonces
P es un punto critico de f.

Por simplicidad haremos la demostracion en el caso de funciones de dos variables,
aunque el resultado es cierto para cualquier nimero n de variables.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f tiene un minimo local en P =
(20, Y0)- Entonces en una cierta bola B centrada en P se tiene que f(z,y) > f(P).
Entonces la funcion g(x) := f(x,yo) tiene un minimo en x = z, y por tanto ¢'(x¢) =

0, puesto que ¢'(x) = g—i(:p, Yo). Luego %(azo, yo) = 0. Ademas, si definimo la funcion
auxiliar h(y) := f(xo,y), se tiene que h'(y) = g—g(xo, y), y entonces h tiene un minimo

en yo. Por esto h/(yo) = 0, lo que implica g—i(mo, yo) = 0, En consecuencia V f(P) = 0.

Un razonamiento anélogo se puede hacer para demostar el enunciado en el caso
de que P se un maximo local de f. Se propone al lector completar los detales de la
demostracion en este caso. O

Tlustraremos el método de célculo de extremos locales mediante un ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea f(x,y) = 1122 — 2zy + 2y* + 3y. Calcula los puntos criticos de
f.

En primer lugar calcularemos el gradiente de la funcion:

Vf=(22x — 2y, —2x + 4y + 3),
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para imponer la condicion V f = 0. Lo que nos proporciona el sistema de ecuaciones
22xr—2y=0,-2z+4y+3=0,

cuya unica solucion es x = —1/14 , y = —11/14. Luego el extremo es el punto
P = (—1/14,—-11/14). El valor de la funcion en este punto es f(P) = —33/28.

En el caso de funciones de dos variables se puede establecer un criterio analogo
al que se tiene en el caso de las funciones de una variable para determinar el tipo
de extremo de la funcién. Lo enunciaremos a continuacion.

Teorema 2.10. (Test de las sequndas derivadas)
Sea P un punto critico de una funcion f(x,y). Supongamos que ezisten las derivadas
sequndas foz, fyz, fyy Y S0n continuas cerca de P. Consideremos la matriz Hessiana

de f en P:
_ (Jfaa(P) fyu(P)
Hessof = (40) (59

Sea D :=det(Hesspf). Entonces:
1. Si D > 0, entonces

w Si for(P) >0, el punto P es un minimo local de f.
» Si for(P) <0, el punto P es un mdzimo local de f.

2. 5i D <0, entonces P es un punto de silla.
3. St D =0, el criterio no decide.

Es de senalar que si aplicamos este criterio a la funcién del ejemplo 2.11 obte-
nemos que P = (—1/14,—11/14) es un minimo de la funciéon ya que D = 84 > 0
y también f..(P) = 22 > 0. Quedaria por determinar si este extremo es global o
s6lamente local.

Teorema 2.11. Sea f una funcion continua sobre un dominio cerrado y acotado
D C R2. Entonces

= La funcion f alcanza un valor mdrimo y uno minimo en D.

» Los extremos ocurren o bien en los puntos criticos del interior de D, o bien en
los puntos de la frontera de D.
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Ejemplo 2.12. Halla el valor mdzimo de la funcién f(z,y) = 2z + y — 3xy sobre
el cuadrado unidad D = [0,1] x [0, 1].

1. Examina los puntos criticos.
2. Analiza los puntos en la frontera.
3. Compara.

Ejemplo 2.13. Halla el volumen mdzimo de una caja inscrita en el tetraedro limi-
tado por los planos coordenados y el plano %x +y+x=1.

1. Halla la funcién a maximizar.
2. Examina los puntos criticos.
3. Analiza los puntos en la frontera.

4. Compara.

2.5.1. Extremos condicionados de funciones

Teorema 2.12. Supongamos dadas dos funciones diferenciables f(x,y) , g(z,y).
Si f tiene un minimo o un mdzimo local sobre la curva dada implicitamente por la

ecuacion g(z,y) = 0 en el punto P = (z0,yo) tal que Vg(P) # 0, entonces existe un
escalar X tal que

VfP)=AVg(P) . (34)

Ejemplo 2.14. Halla los valores criticos de la funcion f(x,y) = 2z + 5y sobre la

elipse de ecuacion:
(D) () -
Procederemos de la manera siguiente:
1. Escribe la ecuacién de Lagrange (34).
2. Aisla A como funcién de (z,y).

3. Halla zy e 3, usando la restriccion.

45



3. Aplicaciones

3.1. Cordenadas polares en R2. Coordenadas cilindricas y es-
féricas en R?

3.2. Operadores diferenciales y cambios de coordenadas
3.2.1. Operadores diferenciales: Gradiente, Laplaciano, Rotacional
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Guia de estudio:
Funciones de varias variables reales.

Prof. Roberto Giménez Conejero

4 de marzo de 2025

Se puede ampliar este tema en los temas correspondientes en los libros |3, 4, 1]
y también [2].

1. Espacios euclideos

El contenido de esta seccion sigue la linea de presentacion dada en [2].

Un espacio euclideo es un espacio vectorial real £ dotado de un producto escalar,
es decir, de una regla que asigne a cada par de vectores u, ¥ un niimero real designado
por < 4, v >, de forma que se cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad simétrica: < 4, v >=< v,u >.
2. Propiedad distributiva: < @ 4+ W, 0 >=< 4,0V > + < W, v >.
3. < \u,v >= \ < u,v > para cada A € R.
4. <u,v>> 0,y s6loes0siu=1.
Se define el modulo o longitud (o norma) de un vector @ € E como
ldl| = V< @i >. (1)
Ejemplo 1.1. 1. $i E=R?, yd = (x1,11), U = (72,2), entonces la férmula
< U,V >:= 1129 + Y192 (2)

define un producto escalar en E.
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2. Si E=R? yiu=(x1,y1), V= (x9,12), entonces la férmula

< 0,7 >= (v1,41) G ;) (zj) 3)

define un producto escalar en E. En este caso, el mdodulo de un vector tiene la
formula

18] = /23 + 2e9 + 203 = /(21 + 90)? + 37

3. Si E es el espacio de funciones continuas reales en el intervalo [a,b], denotado
por C([a,b]), se define para cada par de funciones f,g en E el producto escalar

<ﬂg>=/fvmwﬁ, (4)

obteniéndose asi un espacio euclideo de funciones.
En un espacio euclideo se cumple la siguiente desigualdad.

Proposicién 1.1 (Desigualdad de Schwarz). En un espacio euclideo E, se da
para cualesquiera u,v en E.

Demostracion. Consideremos dos vectores cualesquiera u, v en F, y A un escalar real
arbitrario. Entonces,
<M — U, M — U >> 0, (5)

por las propiedades del producto escalar. Desarrollando la desigualdad anterior se
obtiene
N|d|]? — 2 < i, v > +||7]]* > 0.

La parte izquierda de esta ecuacién es un polinomio cuadratico en A que no puede
tener raices reales y distintas. En consecuencia su discriminante ha de ser siempre
< 0. Por tanto < u,v >? —||d||?||7]|* < 0. Tomando raices cuadradas obtenemos
| < u,7 > | <||d]]||t]], que es la desigualdad pedida. O

Ortogonalidad. Sea E un espacio euclideo con producto escalar (,). Dados dos
vectores i,V en E, diremos que son ortogonales (respecto de (,)) si (u,v) = 0.
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Ademas si W es un subespacio de E, se define su complemento ortogonal W+ como
el conjunto

t={WeE| (Wi =0paratodod € E }. 6)

(
/L—[ —

7

En estos espacios existe una nociéon de dngulo entre vectores. En concreto, si
estan F, definimos el coseno del dngulo que forman @ y v como

(@v)

o
cos £, ) = T

(7)
En consecuencia, el dngulo que forman oy v es

(d, )

Z(u,7) := arccos (
’ ][ - [l

) e [0,7]. 8)

Ejemplo 1.2. Si E = R?, y consideramos el producto escalar definido por la formula

< @5 >i= (z1,11) G ;) (i;) (9)

para @ = (x1,y1), U= (x2,y2) en E, entonces

£((1,0), (0,1)) = arc cos (ﬁ) -z (10)

2. Funciones en R"

Las funciones de varias variables surgen de manera natural en contextos muy
elementales. Por ejemplo:

» f(z,y) = /2% + y? da la distancia del origen al punto (x,y).
v f(z,y) = zy da el area del rectdngulo de dimensiones z e y.
v f(x,y,2) = /22 4+ y% + 22 da la distancia del origen al punto (z,y, z).

= La magnitud de la fuerza gravitatoria ejercida por un cuerpo de masa M
situado en el origen sobre un cuerpo de masa m situado en el punto (z,y, 2)

viene dada por F(z,y,z) = %
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Si el dominio de una funcién g no viene dado explicitamente, se sobreentiende
que el dominio es el conjunto de todos los puntos para los cuales la definicion de la
funcion tiene sentido. La imagen o rango de g son todos aquellos valores que puede
tomar g. Usaremos las sigientes notaciones para estos conceptos: si g : U — R es
una funcion tal que U C R", diremos que g es una funcion de n variables, que U es
su dominio, su imagen o rango es

Im(g) = {y € R | existe un punto p € Utal que y = g(p)}.

Por ejemplo, si g(z,y,z) = arcsin (z + y + z), se entiende que el dominio es el
conjunto de todos los puntos (x,y, z) para los cuales —1 < x4y + 2z < 1. Su imagen

or rango es Im(g) = [—5, 5}. La descripcion de su domunio es la siguiente:

U:{(ac,y,z)ER3| —1—x—y§z§1—x—y}.

2.1. Curvas de nivel. Superficies de nivel

La representacion grafica de funciones de varias variables es bastante distinta a
la de una variable real. Estudiaremos los casos de dos y tres variables.

En el caso de funciones de dos variables (n = 2), si consideramos una funciéon
f : U — R dibujaremos en primer lugar el mapa de la funcion. Este mapa 2D esta
formado por las curvas de nivel constante de la funcion f. Asi si A es el nivel fijado,
la curva de nivel X de f es

Cr={(z,y) €eR?| f(z,y) = A} (11)
La grifica o grafo de la funcion es el subconjunto de R? definido por
gmf(f):{(yc,y,z)ER3 | z = f(z,y) }: UC,\X{)\}. (12)
AER

Es decir, la grafica se construye a partir del mapa poniendo cada curva de nivel a
su nivel, esto es Cy a altura z = \.

Ejemplo 2.1. Sea f(z,y) = 2? + y?. Sus curvas de nivel son circunferencias de
centro (0,0) y radio VA, si A > 0; la curva de nivel O es un tipo de curva degenerada
ya que Co = {(0,0)}; finalmente, si A < 0 no hay ningin punto real en la curva, es
decir es el conjunto vacio. Su mapa tiene la representacion grdfica siguiente:
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X

Su grdfica es la siguiente figura:

Por otro lado, para funciones de tres variables (n = 3), si consideramos una
funcion f : U — R dibujaremos sélo el mapa de la funcién. Este mapa es ahora 3D
y estd formado por las superficies de nivel constante de la funcién f. Asisi A es el
nivel fijado, la superficie de nivel X de f es

Sy = {(.T,y, ) e R’ | f T, Y,2) = )\} (13)

Es este caso no podemos representar su grafica ya que tendriamos que dibujarla en
un espacio de cuatro dimensiones.
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Ejemplo 2.2. Sea f(x,y,z) = x> + y* + 22. Sus superficies de nivel son esferas de
centro (0,0,0) y radio VA, si X > 0; la superficie de nivel 0 es un tipo de superficie
degenerada ya que So = {(0,0,0)}; finalmente, si A\ < 0, no hay ningin punto real
en la superficie Sy, es decir es el conjunto vacio.

En general, para funciones de n variables, si consideramos una funcién f : U — R
el mapa de la funcion es n dimensional y estd formado por las hipersuperficies de
nivel constante de la funcion f. Asi si A es el nivel fijado, la hipersuperficie de nivel
Ade fes

Hy=A{(x1,...,2,) ER" | f(21,...,2,) = A} (14)

La grdfica o grafo de la funcion es el subconjunto de R**! definido por
graf(f) ={(z1,..., 20, 2) ER™ | 2= flar,...,2,) } = [ JHax {A}.  (15)
AER

2.2. Limites y continuidad de funciones de varias variables
reales

Presentaremos a continuacion las nociones de limite y continuidad para funciones
de 2 variables reales. Todos estos conceptos tienen sus analos para funciones de n > 2
variables reales pero su exposicidén es menos intuitiva. Por otro lado, usaremos en
estos espacios R™ la distancia euclidea usual dada por

d(P,Q) = (@1 —p1)2+ -+ (g — Pn)? (16)

donde P = (pla s 7pn) y Q - (Q1a s 7qn)
En primer lugar, para estudiar las funciones en varias variables se necesita con-

siderar algunos tipos de conjuntos especiales. Los definiremos a continuacion.

Definicion 2.1. Sea r > 0 un imero real positivo y P € R?, definimos:

= La bola abierta de centro P y radio r, también llamada disco abierto, como:

B(P;r) = {(z,y) € R*|d((z,y); P) <} (17)

= La bola cerrada de centro P y radio r, también llamada disco cerrado, como:

B(P:r) = {(x.y) € B¥|d((z.y); P) < r} (18)
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= La bola abierta punteada de centro P y radio v, como:

B*(P;r) = {(z,y) e R*|0 < ((z,y); P) <1} (19)

Consideremos una funciéon de dos variables reales f(z,y) que esta definida alre-
dedor de un punto P = (a,b). Entonces, decimos que el Iimite de f es L cuando
(x,y) tiende a P,y escribimos

lim f(z,y) =L,

(z,y)—P

si, para todo € > 0, existe § > 0 talque, para todo punto (x,y) € B*(P;J), entonces

|f(:1:,y) - L‘ <€
Ejemplo 2.3. 1. La funcion dada por
) = 2 (20
,Y) =
tiene limite 0 en (0,0). Este hecho se deduce de la siguiente acotacion:
2y
x? + y?

r3 cos? @ sin 6

<r,
”

donde hemos usado el cambio a coordenadas polares en R2:

x=rcosf , y=rsind .

2. La funcion dada por

xy + y?
l" = ——
f(z,y) pEay

no tiene limite en (0,0). En efecto, sobre la recta de pendiente m la funcion
toma el valor

mz® +m2z%  m(l+m)
flz,mz) = —3 2.2 2
¢+ mAx 1+m

valor que es distinto para cada recta y = max, luego no existe este limite. Su
grifica es la siguiente figura:
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Los limites de las funciones de varias variables verifican las siguientes propie-
dades, que sOlo enunciaremos aqui para funciones de dos variables , pero que son
aplicables a funciones de n > 2 variables.

Teorema 2.1. (Propiedades de los limites) Supongamos que lim p f(2,y) ¥y
lim ) p g(x,y) existen. Entonces:

1. Propiedad de la suma:

lim x,y) + g(x, = lim x,y)+ lim x,
oim  (f.y) + 9@ y)) = N f(z,y)+ i g(z,y)

2. Propiedad del miltiplo constante: para cada constante k € R se tiene

lim (k- f(x, =k- lim x,
o (k- f(,) L f(zy)

3. Propiedad del producto:

im (f(z,y) - g(z,y)) = ( limpf(x,y)> ( h’mpg(:r,y))

(zy)—P (z,y)— (z,y)—

4. Propiedad del cociente: silim, 4)_.p g(z,y) # 0, entonces

, f(l’, y) _ Hm(m,y)%P f(ﬂl', y)
lim = —
9(z,y) im ) p 9(2,y)

(z,y)—P

La continuidad de funciones de varias variables es un poco mas delicada que las
de una variable real debido al tipo de entornos que tienen los puntos en R", véase
2.1.
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Definiciéon 2.2. Una funcidn f(x,y) es continua en un punto (a,b) si

h'mpf(x,y) = f(a,b).

(zy)—
Se dice que es continua, si es continua en cada punto P de su dominio de definicion.
Una propiedad ttil de las funciones continuas es la siguiente:

Proposicion 2.1. La composicion de funciones continuas es continua.

2.3. Otras coordenadas en R? y R?

En ciertas situaciones, es conveniente cambiar de coordenadas para tener algo
mas facil con lo que trabajar.

2.3.1. Coordenadas polares en R?

Cualquier punto en el plano R? se puede determinar por sus coordenadas, por
ejemplo (p,q), o también por sus coordenadas polares, esto es, es suficiente dar la
distancia al origen y el 4ngulo con el eje OX para saber donde esta el punto. Por
ejemplo, los siguientes puntos:

(3, 60°)

(4, 210°)

estan determinados de forma univoca, como se ve en la imagen. Por otro lado, es
importante saber como pasar informacion en coordenadas (cartesianas), digamos
(x,y), a coordenadas polares, digamos (r,6), y viceversa, lo cual es muy sencillo
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usando las propiedades del seno y el coseno:

Y

A UIS 4

¥ O
T COS (P X

Es decir, el cambio entre unas coordenadas es el siguiente:
De polares (r,60) a cartesianas (x,y):
x =7 cos(0)
y =rsin(6).

De cartesianas (x,y) a polares (r,6):

r=+/2%+1y?
arccos(%) siy>0yr#0
0= —arccos(%) siy <0

no se define, se toma 0 sir = 0.

En la practica, uno calcula arc cos (%) y ve qué signo es el que tiene sentido para el
angulo.

Ejemplo 2.4. Para convertir (4, %’r) en coordenadas cartesianas, basta con tomar

2m
-4 il I
x COS(S)
. (2
y = 4sin <?) = 2V/3.

Para convertir (—1,—1) en coordenadas polares primero se calcula r

=V (CE =2
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Y después 0. Primero calculamos el arcocoseno correspondiente,

( -1 ) 3m

arccos | — | = —,

V2 4

que como es un dngulo que estd en el sequndo cuadrante pero nuestro punto sabemos
que esta en el tercer cuadrante, debe estar en negativo. Total:

2.3.2. Coordenadas cilindricas en R?

En R3 se puede determinar un punto si se conoce su coordenada z y, con las
dos coordenadas (z,y) se usan coordenadas polares (puesto que determinar dos
coordenadas se puede hacer con polares, como hemos visto antes). Esto se llama
coordenadas cilindricas en R?, que usan las coordenadas polares para determinar
un punto en el plano XY de R? y una coordenada adicional para determinar la
componente z:

Z
A\

-
S
~
P
Z
y
o
TN
'\\‘d
®
X o

Cambiar entre coordenadas cilindricas y cartesianas es muy sencillo si se conoce
como cambiar a coordenadas polares en el plano.
De cilindricas (r,6, z) a cartesianas (z,y, 2):

x =rcos(f)
y =rsin(0)
z=2z.
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De cartesianas (z,y,z) a polares (r,0, z):

P
arccos(%) siy>0yr#0
0= —arccos(%) siy <0
no se define, se toma 0 sir = 0.

Z =z

Ejemplo 2.5. Para convertir (4, 2,7”,431897) en coordenadas cartesianas, basta con

2T
T COS(S)

2
y = 4sin (%) =2V3

z = 431897.

tomar

Para convertir (—1,—1,983) en coordenadas cilindricas primero se calcula v

r= VP 1P = V2

Y después 0. Primero calculamos el arcocoseno correspondiente,

—1 3T
arccos | —= | = —
V2 4”
que como es un angulo que estd en el sequndo cuadrante pero nuestro punto sabemos

que esta en el tercer cuadrante, debe estar en negativo. Total:

_3r

0= 1

Ademds z = 983.
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2.3.3. Coordenadas esféricas en R?

Veamos primero la imagen de las coordenadas esféricas y después explicamos
coordenada a coordenada:

= 7 es la distancia del punto al origen.

= ¢ es el dngulo que se calculaba también en coordenadas cilindricas, es decir,
proyectamos el punto en el plano XY (o, lo que es lo mismo, ignoramos la
coordenada z) y calculamos el angulo con el eje OX.

= 6 es el angulo que forma el punto (es decir, el vector que va entre el origen y
el punto) y el eje OZ.

Estas tres cosas determinan el punto. Veamos como cambiar de coordenadas
cartesianas a esféricas.

De esféricas (r, ¢, ) a cartesianas (z,y, z):

x =rcos(p) sin(h)
y =rsin(p)sin(6)
z =rcos(h).
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De cartesianas (z,y, z) a esféricas (r,,0):

r=+/x%+y? + 22

: x
¢ =signo(y) arc cos

a2+ y?
z
Va2 +y?+ 22

6 = arc cos

Para convertir (1, —1, \/5) en coordenadas esféricas primero se calcula r

P12 (C12 VR = V=,

Y después ¢ y 0:

1
© = signo(—1) arc cos ———— = —

2+ (-1 4
V2

6 = arccos =

\/12 +(=1)2 4 V2 -
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Guia de estudio:
Céalculo diferencial de funciones de varias variables
reales.

Prof. Roberto Giménez Conejero

18 de marzo de 2025

Se puede ampliar este tema en los temas correspondientes en los libros |3, 4, 1]
y también [2].

1. Derivada direccional de una funcién. Aplicacio-
nes

Consideremos una funciéon f : S — R, con S C R?, y un vector unitario @ =
(u1,us). En cada punto P = (a,b) del dominio de f podemos considerar la variacion
de la funcién f en la direccion del vecto @. Mateméticamente esta variacion de
calcula como el siguiente limite:

huy, b+ hug) — b

Dzf(P) := lim flat hu, bt hus) — fla, ), (1)
h—0 h

y se llama la derivada direccional de f en P en la direccién u. Hay dos casos particula-
res importante que tienen nombre propio, son las derivadas parciales de f, y que son

casos particulares de la definicion anterior, para @ = €; = (1,0), y @ = &3 = (0,1).
Definiciéon 1.1. Para una funcion de 2 variables f : S — R, definimos:

1. La derivada parcial de f con respecto a x como

8f o R f(a+hvb)_f(a>b)
“L(P) = Da f(P) = lim ; . (2)
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2. La derwada parcial de f con respecto a y como

08 py — b i) — g £@:0 ) = F(a,D)
5o (P)= Do f(P) = lim e 0

En este tema estudiaremos como calcular tales derivadas para una funcion f da-
da. También su importancia y uso para aproximar f cerca de P. Para esto usaremos
el vector gradiente de f en P, que definimos a continuacion.

Definicion 1.2. Sean F' : S — R una funcion de varias vriables reales con S C
R”, y un punto P € S. Entonces, el gradiente de F' es el vector que tiene por
componentes las derivadas parciales de F', es decir

VEF(P) = (g—i(za),...,g—i(za)) . (4)

Nota 1.1. En el caso de dos variables, la definicion anterior es como sigue. Dada
una funcion de 2 variables f : S — R, y un punto P € S, definimos el gradiente de
f en P, y lo denotamos por V f(P), como

vie)= (GHPL o). 5)

En una siaticion general, la derivada direccional de una funcién se calcula usando
la formula (6) establecida en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Cdlculo de la derivada direccional) Sea F' un funcion con derivadas
parciales continuas en R™. Si ¥ es un vector no nulo de R™, entonces u = HZTH es el
vector unitario en la direccion de U, y la deriwada direccional de F' en esta direccion
viene dada por la formula:

oF oF

DaF =VF i = ——uy+ - + ——u, 6
b 8:171u1+ +8$nu (6)

donde U = (uq,...Uy).
Ejemplo 1.1. Consideremos F(x,y) = ze¥, y ¥ = (2,3). Entonces, la derivada
direccional de I en la direccion de v es

2+ 3x
V13

eY.

1
DgF = ———= (e’ -2+ xe" - 3) =
\/22+32< )
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Nota 1.2. En el caso de funciones de dos variables f : S — R2, el gradiente define
una funcion (vectorial) Vf : S — R? dada por

of of

oxr’ oy )’

llamada habitualmente campo gradiente de la funcion f. En la siguiente seccion
analizaremos algunas propiedades de esta funcion.

(z,y) — Vf = (

1.1. El gradiente de una funcién

Sea f : S — R una funciéon de variable real, donce S es un abierto de R".
Supongamos que f tiene derivadas parciales %, 1 <1 < n, continuas y consideramos
el vector gradiente de f en R" dado por

Vf:(af .ﬁ)

R Y
8x1 8:L‘n

Es de senalar que si @ = (ug, ..., u,) es un vector unitario en R", entonces la derivada
direccional de f en la direccion @ viene dada por la formula (6) y la del producto
escala, es decir

Daf =V f-i=||Vf]cos(£(Vf1u)), (7)
donde Z (Vf, %) denota el angulo entre Vf y 4. En consecuencia, tenemos las si-
guienes desigualdades que acotan los posibles valores de la derivada direccional de
una funcion:

=Vl < Daf < |IVFI]. (8)

Dicho de otro modo, el vector gradiente apunta en la direcciéon y sentido de la
maxima tasa de variacion, y esta tasa maxima es ||V f||. Anadlogamente, la funcion
f decrece mas rapidamente en el sentido opuesto al gradiente de f, es decir, en la
direccion —V f. La tasa de variacién de maximo decrecimiento de f es —|V f||. Por
otro lado, la derivada direccional es 0 en las direcciones ortogonales al gradiente.
Para afianzar estas ideas mostramos cémo usarlas en unos ejemplos.

Ejemplo 1.2. Sea f(x,y) = 2*y=2 una funcion definida en R2\ {y = 0}, y P =
(2,1). Halla el vector unitario que apunte en la direccidn y sentido de la mdzima
tasa de crecimiento de f en P.

Para calcular diche tasa calcularemos en gradiente de la funcion y lo evaluaremos
en P. Después tomaremos el vector unitario u correspondiente. Los cdlculos son los
stquientes.

V= 4zly2 —22% %), VF(P)=(32,-32), @=(1/v2,1/V2) .
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Ejemplo 1.3. La altitud de una montana en variables (x,y) viene dada por la
funcion .

h(x,y) = 2500 4+ 100(z + y*)e %%,
donde x,y vienen dadas en unidades de 100 metros (m).

1. Halla la derivada direccional de f en el punto P = (—1,—1) en la direccion

del vector unitario U que forma un dngula 0 = 7 con el gradiente.

2. +Cudl es la interpretacion de la derivada anterior?

La respuesta al primer apartado se halla usando la férmula (7). En efecto,
Vf(—1,-1)=(74,-148) , Dzf(—1,—1) = ||(74, —148)|] COS(%) ~ 165,5/\/§ ~ 117.

La interpretacion de esta derivada es sencilla. St nos situamos en la montana en
el punto (—1,—1,2500), y empezamos a movernos sobre la montania de forma que
nuestro desplazamiento horizontal se realice en la direccion i, entonces la altitud
aumenta a razon de 117 metros por cada 100 metros de desplazamiento horizontal,
o también 1,17 m por cada metro.

Otra propiedad importante del campo gradiente es que es perpendicular a las
curvas de nivel de la funcion. Este hecho es una consecuencia de la regla de la cadena
que estudiaremos a continuacion, véase Proposicion 1.1. Resumimos lo expuesto en
esta seccion en el siguiente teorema.

Teorema 1.2. (Interpretacion geométrica del gradiente) Sea f : S — R una fun-
cion de variable real, donde S es un abierto de R?. Supongamos que f tiene derivadas
parciales g—é, 1 <1 <2, continuas y que el vector gradiente de [ en el punto P € S
no es el vector nulo. Sea @ un vector unitario formando un dngulo 6 con V f(P).
Entonces

Daf(P) = ||V f(P)]| cos(0).

Ademds, se verifica

» Vf(P) apunta en la direccion y sentido de la tasa de variacion mdzxima de
crecimiento de f en P.

» —Vf(P) apunta en la direccion y sentido de la tasa de variacion mdzima de
decrecimiento de f en P.

» Vf(P) es ortogonal a la curva de nivel de f en P.

Nota 1.3. Es un ejercicio interesante la formulacion y verificacion del resultado
andlogo al anterior para funciones f : S — R, con S C R", que se propone al lector.
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1.2. Regla de la cadena en varias variables

Recordemos en primer lugar que si una funcion de una variable, y = f(z), y la
variable z varia con el tiempo ¢, es decir z = x(t), entonces la formula de derivacion
llamada “Regla de la cadena"proporciona el calcula de la variacion de y como funcién
de t. En concreto:

dy df df dx
dt — dt — dr dt’
Por ejemplo, si y = cos(3z%+1), y la variable x es la funcién dada por x = z(t) = 2t3,
entonces y = % = —sin(12t+1)- (6t2). Comenzaremos estudiando la generalizacion
de esta formula en el caso de varias variables. Es la llamada “Regla de la cadena

para trayectoria’”.

Proposicion 1.1. (Regla de la cadena para una trayectoria) Sea F : S — R una
funcion de wvarias vriables reales con S C R", y un punto P € S. Supongamos
dada una curva en S con punto inivial P, es decir una funcion Z(t) derivable y con
derivada continua definida en un intervalo [a,b] C R tal que Z(a) = P,

a,b] = 5, F(t) = (01(0), ..., 2ald) (9)
Entonces, la derivada respecto de la variable t de la funcién compuesta F o Z(t) se
calculamediante la formula:

dF dx oF dxq oF dx,,
@ = VE(P)- @) = 5P T ) 4+ (P (10

La proposicion anterior en el caso de dos variables (z,y) admite la siguiente
formulacion:

AF _ Gp 4 _ O0Fdv  OF dy 1
di it Ordi | oydt (11)

INustraremos su aplicacion sobre un ejemplo.

dF _ o, dT _0OFdc  OF dy

Ejemplo 1.4. Consideremos la funcion F(z,y) = 20+ 10e 03> +v?) que modeliza la
funcion temperatura sobre una placa (en °C'), y la trayectoria ¢ = (cos(t—2), sin(2t))
(t en sequndos), cuya grifica se puede ver en la siguiente figura:
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Entonces

d—)
VE = (<bre 090, ye0 ) 9 (it~ 2),2c0n(21))

En consecuencia,

dF

—r = Gusin(t — 2)e 3@ ) _ 19y cos(2t)e 03 YY),

Si nos interesara la tasa de variacion de la funcion temperatura F en el punto
P = ¢(0) = (cos(2),0) ~ (0,9,0) al desplazarnos sobre la curva ¢(t) obtendriamos

4(0) ~ 2,155°C/s.

Proposicién 1.2. Sea f : S — R, con S C R? abierto y f derivadas parciales
continuas. Entonces, para cada punto P € S, el vector V f(P) es perpendicular a la
curva de nivel de f que pasa por P.

Demostracion. En efecto, si ¢(t) = (x(t),y(t)) es una parametrizacion de la curva
de nivel de f que pasa por P, entonces, f o &(t) = A para una cierta constante \;
luego, por (11), se tiene que

df oc  dA

2L 0= V(P)- () =0,

lo que da el resultado, ya que ¢'(t) es el vector tangente a la curva de nivel A. [

La version general de la Regla de la cadena (no sélo para una trayectoria) esta-
blece el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Regla de la cadena para funciones. Sea f: S — R una funcion
definida en un conjunto abierto S C R™. Supongamos que cada funcion coordenada
x; es a su vez una funcion diferenciable de un conjunto de m wvariables reales, t =
(t1, ... tm), para i =1,...,n. Si denotamos por Z(t) = (x1(t),...,z.(t)), entonces
tenemos la siquiente formula de derivacion:

df o7
Ot

0xy (%n) B of Ox; (12)

(i):vf'(ﬁ_tk"”’ﬁ_tk _¢=1 D, 1,

Tlustraremos con un ejemplo como se aplica la formula (12).
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Ejemplo 1.5. Consideremos la funcion f(z,y) = x* +vy* + x, y el cambio de
coordenadas a polares dado por

xr=rcosf, y=rsind.

Se pide calcular la variacion de f con respecto a la variable radio r y también respecto
a la variable angular 0. Para esto aplicaremos la formula (12) para las variables

(th?) = ((an) ’ (t17t2) = (t79>'

En consecuencia

gf (22 4+ 1,2y) - (cosf,sinf) = (2rcosf + 1, 2rsinf) - (cosh, sin ) = 2r + cos b,

r

of : : : :
B = (22 4+ 1,2y)-(—rsind,rcosf) = (2rcosf + 1,2rsinf)-(—rsinh,r cosf) = —rsinf.

1.2.1. Derivacion de funciones definidas de forma implicita

Supondamos dada una superficie I en R? definida por la ecuacion F(z,y, z) = 0.
Supongamos que cerca de un punto P de I' la coordenada z se puede poner como
funcion de (z,y), es decir z = z(x,y), en este caso, g—i # 0, y se dan las siguiente
formulas, llamadas de Férmulas de derivacion en implicitas

0z F, 0z F,
s __r =Z__7Y 1
ox E, 7 0y F,’ (13)

donde hemos usado las notaciones F, = gf , By = aF , F, = 8F . La verificaciéon de

la fonmula anterior es facil: basta aplicar la regla de 1a Cadena, (12), a la ecuacion
F(z,y,z) = 0. Mostraremos su uso en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Si consideramos el hiperboloide de una hoja de ecuacion

F(z,y,2) =2 +y* — 2"+ 120 — 82 —4 =0,

entonces las variaciones 3;7 g—; en el punto P = (1,1,1), vienen dadas por
0z 2x + 12 7 0z 2y 1
(9x< ) —42—8P 6 8y( ) —4z—8 6
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1.3. Diferenciabilidad y continuidad de funciones en varias
variables
Consideremos una funciéon f : R — R™. Diremos que f es diferenciable en
un punto F, de R", si y solo si existe una matriz 7' de tamano m x n tal que

—

i ) = [(P) + T(RX)] "
o 1R

Llamaremos a la matriz 7' la derivada o diferencial de f en Py, y la denotaremos
por Dp, f, o también D f(Fp). Se da el siguiente resultado.

Teorema 1.4. Supongamos que f : U C R* — R™ es diferenciable en un punto
Py € R™. Entonces todas las derivadas parciales de f existen en Py y se tiene que la
matriz T = (t;;) de tamanio m x n que satisface la condicion (14) es

T = (ty) = ((EZZ (Po)) )

donde f = (f1,..., fm) son las componentes de f y (x1,...,x,) es un sistema de
coordenasdas en R™.

Demostracion. Véase [3], pag. 158. O

En el caso de funciones de varias variables, también se da el hecho de que la
diferenciabilidad de f en un punto implica la continuidad en ese punto. En concreto,
usando el siguiente resultado se puede demostrar el teorem 1.5.

Lema 1.1. Véase [7], pag 162.

Teorema 1.5. Supongamos que f : U C R — R™ es diferenciable en un punto
Py € R™. Entonces f es continua en Py, y ademds existe una constante M > 0 tal
que

1F(X) = F(R)Il < M|[X = Rl (15)

para X cerca de Py y X # F,.
Demostracion. Véase [3], pag. 158. O

Finalmente podemos concluir que, en el caso de que la funcién considerada f
tenga derivadas parciales continuas, entonces f es diferenciable. En concreto, para
el caso de dos variables tendriamos el siguiente enunciado.
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Teorema 1.6. Supongamos que f : U C R" — R es diferenciable. Entonces todas las
derivadas parciales existen, y la derivada direccional en un punto X en la direccion
U estd dada por la formula:

Daf(X) = Vf(X)-u (16)

Demostracion. Considermos la curva ¢(t) = X + ta. O

1.4. Aproximaciéon de funciones y Teorema de Taylor
1.4.1. Plano tangente a una superficie en un punto. Aproximacién lineal

Consideremos dada una superficie en R? definida por una ecuacion F'(z,y, z) = 0,
es decir § = {(z,y,2) € R®| F(x,y,2) = 0 }. Considermos un punto Py = (9, Yo, 20)
de dicha superficie, es decir F'(xg, Yo, 20) = 0. Entonces, se define el plano tangente
a S en Py como el plano definido por la ecuacion:

OF OF OF

— (PR, — —(Py)(y — —(Py)(z — =0. 17
5, (L0)(@ — o) + 8y( 0)(y = 4o) + 5~ (Fo)(z — =0) (17)
Un caso particular importante es el de considerar las superficies que son graficas
de funciones de dos variables, f(x,y). En este caso F(z,y,z) = f(z,y) — 2z, y la
ecuacion anterior tiene una formula mas sencilla:

g—i(%; Yo)(r — x0) + g—i(a?o,yo)(y — ) — (2 —2) =0, (18)

donde zy = f(xo, y0)-

Ejemplo 1.7. 1. Si F(x,y,2) = 2*> + y*> + 22 — 1, entonces el plano tangente al
la superficie F =0 en el punto Py = (1/v/2,1/1/2,0) es el plano

2 1 2 1

—@—-—)+—=y——F7)=0. 19
\/5( \/5) \/ﬁ(y \/5) (19)
2. Si f(z,y) = 22 —y? y consideramos la superficie que da su grdfica, entonces, por
ejemplo, el plano tangente a la grdafica en el punto (de la grifica Py = (1,1,0)
es
2 —-1)—-2(y—1)—2z=0. (20)
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Una utilidad de la ecuacion del plano tangente a una grafica de la forma z =
f(z,y) es para construir la aproximacion lineal de la funcion f alrededor del punto
(20, Yo)- Se tiene entonces la siguiente formula:

) = Saow) + G o n)o = ) + S zo )y - ). (2)

formula que recibe el nombre de aprozimacion lineal de f alrededor del punto (o, yo)-

Ejemplo 1.8. Si f(x,y) = 2* — y?, y consideramos el punto P = (1,1), la aprozi-
macion lineal de f alrededor del punto P es

flz,y) ~04+2(x—1)—2(y—1) =22 —2y . (22)

1.4.2. Derivadas de orden superior. Teorema de Taylor

Las derivadas parciales de orden superior son las derivadas parciales de las deriva-
das parciales de una funciéon f. Asi, si f : S — R es una funcion de dos variables, por
ejemplo (z,y), las derivadas parciales de segundo orden son las derivadas parciales

0 P .
de f, = 3—£ yde f, = 8_5; es decir,

) A P ) P P AP R
C9x ox2 Y oy oy Y 9y Oyox ' 'Y Ox O0xdy’
En las férmulas anteriores se aprecia la importancia del orden de derivacion
iterada a la hora de calcular las derivadas cruzadas fy, , fz,. Sin embargo, para
funciones muy generales tal ambigiiedad desaparece debido al , también conocido

como teorema de Schwarz.

Jaw

Teorema 1.7. 57 f,, y fuy Son continuas en una bola B, entonces fy, = fuy en
cada punto de B.

Nustraremos el resultado anterior sobre un ejemplo.

T

Ejemplo 1.9. Consideremos f(z,y) = ¢*/Y. Entonces f, = iem/y, fy = —?e“/y.
Entonces las deriwadas sequndas de f son:

1 1 T
fa:a: = _6ac/y ) f x — <__ - _) ex/y )
y2 Y y2 yd

2x x T 1
(2T I O T
fyy_(y3+y4)ey’f”_( y3 yz)ey’

lo que comprueba la igualdad fy, = fry-
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Las derivadas de orden superior son un elemento importante de las funciones para
construir sus aproximaciones polindémicas. En concreto, esto sucede con el teorema
de Taylor 1.8 para funciones en varias variables.

La notacién que usaremos es la siguiente, llamada notacion de multiindice. Si
a = (aq,...,a,) es un vector de nimeros naturales de tamano ny v = (vy,...,v,),
tomamos la siguiente notacion:

af =ar+ -+ an,
al=aq!- -y,

«

v :/U?l""l]a"

n °

Ademas, si f : R® — R es una funciéon cuyas derivadas parciales de cualquier
orden son diferenciables (para que no haya problema con el orden de las parciales),
tomamos la notacion:

a|a\f aa1+---+anf
awa o axal e ax%n )

Con esta notacion, el teorema de Taylo queda de la siguiente forma.

Dof =

Teorema 1.8. (Teorema de Taylor para funciones de varias variables)
Sea f .S — R una funcion. Supongamos que f y todas sus derivadas parciales de
cualquier orden diferenciables en un punto a € R"™ (por el orden de las parciales).

Entonces, si @ = (x1,...,x,), existen funciones E, : R — R para cada o con
la| =k tal que
f(@) = Pra(@) + Y Eol@)(z - a)
|a|=k
D f(a) o o
=) T(m—a) + Y Eolz)(z - a)®,
la|<k la|=k

donde ademds
lim E,(x) =0

para todos los E,.

En el teorema anterior, Py q(x) se llama el polinomio de Taylor de orden
k de f en el punto a, y E,(x) son las funciones error (que son muy pequefnios
cuando x estd muy cerca del punto a).

Dada la complejidad de la formula anterior la explicitaremos para el caso parti-
cular de funciones de dos variables n = 2 y orden de diferenciabilidad m = 3. En
este caso el teorema anterior se puede reformular como sigue.
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Sea f : R? — R una funcién. Supongamos que f y todas sus derivadas parciales
son diferenciables en @ = (xg, 3o). Entonces, el polinomio de Taylor de orden 2 de f
en a es

Pra(e9) =f(a) + 5 (@)e — 0) + 5L @)y -
+ @ T @ - sy - ) + S @

y el polinomio de Taylor de orden 3 de f en a es, escribiendo v; = x—z(¢ y v2 = y—yo,

Psqo(x) =f(a) + g—i(a)vl + g—i(a)vz
02f, v O%f O*f w2

+ @(a)a + axay (CL)Ul’UQ + 7(0,)—
Bf, v 03 f vivy Pf vi  Pf, s
T o0 V3 T g2, Y T oo Yo T Y

La formula de P, proporciona la aproximacién cuadratica de la funcién f
cerca del punto (zg, ), y se puede reescribir como

P o0y (@, y) = fl@oyo) + Vf(a) - (x —zo,y — yo)+
— 23)
ol ) [ I
2( 0.4 = %) fey(a)  fyy(a) Y—Y%
La matriz 2 x 2 de la formula anterior se llama la matriz Hessiana de f y sera

fundamental para el estudio de los puntos extremos de la funciéon f. Se denota por
Hessf, y sila evaluamos en un punto a, entonces escribiremos Hessg f.

Ejemplo 1.10. Calcula la formula de aprozimacion cuadrdtica (23) para la funcion
flx,y) =23 +y> —x en el punto P = (1,—1).
En primer lugar calculamos las derivadas necesarias:

o 2 2 o 6z 0
Vf=3z"-1,3y") , Hessf-(o Gy)'

Después evaluamos en el punto dado:
6 0
f<P>:_1a Vf(P):(2,3), H688pf: 0 —6)°
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lo que da la aprorimacion cuadrdtica:

1 6 0 —-1
Py p(z,y) = —1+2(1‘—1)+3(y+1)+§(x—1, y+1) (0 _6) (Z N 1) =323y’ —42-3y.

Observa que la superficie z = 32% — 3y*> — 42 — 3y es un parabolide hiperbélico y
tiene la representacion grifica siguiente

y proporciona una aproximacion cuadrdtica local de la funcion f cerca del punto
P = (1,-1). Por ejemplo, usando el comando plot3d([z3+y3—x, 32°—-3y*—dx—
3yl, z =0 .. 2, y = -2 .. 0, color = [blue, yellow]) de Maple podemos
representar ambas grificas y se observa lo siguiente:
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1.5. Maximos y minimos de funciones de varias variables

La optimizacion es el proceso de hallar los valores extremos de una funcion.
Esto consiste en hallar por ejemplo los puntos donde se alcanzan valores maximos
y minimos de la grafica sobre un cierto dominio S. Anélogamente al caso de una
variable, es importante distinguir entre extremos locales y globales. Para tratar este
tema necesitaremos establecer algunas definiciones basicas.

Definicion 1.3. Una funcion f : R* — R tiene un extremo local en un punto
P € R" si eziste una bola centrada en P, B(P;e) C S tal que se da alguna de las
dos siluaciones siguientes

1. Para todo punto z € B(P;e€) se verifica la desigualdad f(z) < f(P). Situacion
llamada de maximo local en P.

2. Para todo punto x € B(P;¢) se verifica la desigualdad f(x) > f(P). Situacion
llamada de minimo local en P.

Definiciéon 1.4. Un punto P € R" se dice un punto critico de f si el gradiente de
f en P es el vector nulo, es decir Vf(P) = 0, o alguna derivada parcial de f no
ezxiste en el punto P.

Los conceptos anteriores estan relacionados. El siguiente teorema (atribuido a
Fermat) establece su conexion.

Teorema 1.9. Si f tiene un mdzimo o un minimo local en un punto P, entonces
P es un punto critico de f.

Por simplicidad haremos la demostracion en el caso de funciones de dos variables,
aunque el resultado es cierto para cualquier nimero n de variables.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f tiene un minimo local en P =
(20, y0). Entonces en una cierta bola B centrada en P se tiene que f(x,y) > f(P).
Entonces la funcion g(z) := f(z,yo) tiene un minimo en x = xq, y por tanto ¢'(xg) =
0, puesto que ¢'(z) = %(w, Yo). Luego %(mo, 3{0) = 0. Ademaés, si definimo la funcion
auxiliar h(y) := f(xo,y), se tiene que h'(y) = %(ajo, y), y entonces h tiene un minimo
en 7. Por esto h/(yo) = 0, lo que implica 2—5(350, yo) = 0, En consecuencia V f(P) = 0.

Un razonamiento analogo se puede hacer para demostar el enunciado en el caso
de que P se un maximo local de f. Se propone al lector completar los detales de la

demostraciéon en este caso. O
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[lustraremos el método de célculo de extremos locales mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.11. Sea f(z,y) = 112% — 2xy + 2y + 3y. Calcula los puntos criticos de
f.

En primer lugar calcularemos el gradiente de la funcion:
Vf=(22r -2y, —2x+ 4y + 3),
para imponer la condicion V f = 0. Lo que nos proporciona el sistema de ecuaciones
20 —-2y=0,—-2x+4y+3=0,

cuya unica solucion es x = —1/14 , y = —11/14. Luego el extremo es el punto
P = (—1/14,—-11/14). El valor de la funcion en este punto es f(P) = —33/28.

En el caso de funciones de dos variables se puede establecer un criterio analogo
al que se tiene en el caso de las funciones de una variable para determinar el tipo
de extremo de la funcién. Lo enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.10. (Test de las sequndas derivadas)
Sea P un punto critico de una funcion f(x,y). Supongamos que ezisten las derivadas
sequndas foz, fyz, fyy Y S0n continuas cerca de P. Consideremos la matriz Hessiana

de f en P:
| fae(P)  fye(P)
Hesspf = (fww) fyy(P)> |

Entonces:
1. Sidet(Hesspf) > 0, entonces

n Si for(P) >0, el punto P es un minimo local de f.
» Si for(P) <0, el punto P es un mdzimo local de f.

2. Sidet(Hesspf) <0, entonces P es un punto de silla.
3. Sidet(Hesspf) =0, el criterio no decide.

Es de senalar que si aplicamos este criterio a la funcién del ejemplo 1.11 obte-
nemos que P = (—1/14,—11/14) es un minimo de la funciéon ya que D = 84 > 0
y también f..(P) = 22 > 0. Quedaria por determinar si este extremo es global o
s6lamente local.
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Teorema 1.11. Sea f una funcion continua sobre un dominio cerrado y acotado
D C R2. Entonces

» La funcion [ alcanza un valor mdximo y uno minimo en D.

» Los extremos ocurren o bien en los puntos criticos del interior de D, o bien en
los puntos de la frontera de D.

Ejemplo 1.12. Halla el valor mdzimo de la funcion f(z,y) = 2z + y — 3xy sobre
el cuadrado unidad D = [0,1] x [0, 1].

1. Halla la funcién a maximizar.

En esta ocasidn viene dada: f(x,y) = 2z + y — 3zy.

2. Examina los puntos criticos.

Se calcula el gradiente de f, que es V f = (2—3y,1—3x), y se iguala a cero. Nos
queda un sistema de ecuaciones cuya solucion unica es (z,y) = (1/3,2/3). Si
quisiéramos distinguir si es un mdzimo local o un minimo local, calculariamos
el determinante del hessiano:

0 -3
Hess(%y)f = (_3 0 > ,

que evaluado en el (1/3,2/3) tiene determinante negativo, por lo tanto es un
punto de silla. Fste paso no seria necesario en nuestro caso, puesto que bus-
camos el mdrimo global, y para ello solo necesitamos comparar lso valores de
los puntos criticos, f(1/3,2/3) =2/3.

3. Analiza los puntos en la frontera. Los puntos de la frontera son los lados
del cuadrado, es decir:

w (1 ={(t,0):t€]0,1]},
w Uy ={(0,t): t €0,1]},
w l3={(t,1):t€[0,1]} y
w Uy ={(1,t):t €]0,1]}.

Ahora analizamos los valores de [ en esos lados:

» En los puntos de {1, f toma valores f(t,0) = 2t, y como t varia entre 0
y 1, el mdzimo de este lado se alcanza en (1,0) y tiene valor f(1,0) = 2.
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» En los puntos de Uy, f toma valores f(0,t) =t, y como t varia entre 0 y
1, el mdzimo de este lado se alcanza en (0,1) y tiene valor f(0,1) = 1.

» En los puntos de (3, f toma valores f(t,1) =2t+1—-3t=1—t, y como
t varia entre 0 y 1, el mdzimo de este lado se alcanza en (0,1) y tiene
valor f(0,1) = 1.

» FEn los puntos de Uy, [ toma valores f(1,t) =2+t —3t =2—2t, y como
t varia entre 0 y 1, el mdzimo de este lado se alcanza en (1,0) y tiene
valor f(1,0) = 2.

4. Compara. Entre los valores criticos de f y los mdximos en los lados, el mayor
de todos los valores se alcanza en (1,0), por lo tanto es el mdximo gobal y su
valor es f(1,0) = 2.

1.5.1. Extremos condicionados de funciones

Teorema 1.12. Supongamos dadas dos funciones diferenciables f(z,y) , g(x,y).
Si f tiene un minimo o un mdzximo local sobre la curva dada implicitamente por la
ecuacion g(x,y) = 0 en el punto P = (xo, o) tal que Vg(P) # 0, entonces existe un
escalar \ tal que

Vf(P)=AVg(P) . (24)

Ejemplo 1.13. Halla los valores criticos de la funcion f(x,y) = 2z + by sobre la

t?lZpS(? (1(2 t?CUGCZdn.
+

Procederemos de la manera siguiente:

1. Escribe la ecuacion de Lagrange (24). Primero, tenemos que identificar las

funciones que intervienen. La [ estd dada, perola g es g(x,y) = (%)2—%(%)2—1,

puesto que queremos una ecuacion del tipo g(x,y) = 0. El gradiente de f es
Vi(x,y)=(2,5), yeldegesVg(x,y) = (x/8,2y/9). La ecuacion de Lagrange
es:

(2,5) = Axz/8,2y/9)

2. Aisla A como funcién de (z,y).

Esto es fdcil, puesto que de la ecuacion de Lagrange tenemos tanto

D
8

2
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como

y despejamos A, que seria

y también
45
A= —.
2y
. Halla z( e y, usando la restriccion. De las dos ecuaciones anteriores ob-

tenemos que

16 45
T oy
0, despejando x,
32y
T 45

Ahora es cuando usamos nuestra restriccion g(x,y) = 0, que como sabemos

que x = —3425y queda
32y
_ e O
g ( 15 >y> )

: ‘ _ .45 ~ , 32 .
St despejamos la y, es y = £12, que liene respectivas v = +1=. Ademds f
toma los valores en esos puntos

p(%5 3)_130
17°17) 17

/ 45 8\ 130
17’ 17) 17’

i 15 8 15 _ 8 -
Por lo tanto, los valores criticos son (17, 17) Y ( T 17) que son, respecty

vamente, un mdzrimo y un minimo globales.
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Calculo integral en R? v R?

Prof. Roberto Giménez Conejero

20 de febrero de 2025

1. FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Considera una funcién de dos variables f : 2 — R, donde €2 es un conjunto
contenido en el plano R2.

s Recintos de tipo I. Si € es un recinto que puede ser descrito de la forma

Q={(r,y) eR?*:a<a<b, gi(v) <y < go(a)}.

/Qf(a:,y)dxdy = /ab </:(2:) f(x,y)dy) dz .

s Recintos de tipo I1. Si € es un recinto que puede ser descrito de la forma

Entonces

Q={(z,y) €eR?*:c<y<d, hi(y) <z < hy(y)}.

d [ rha(y)
) dxdy = 5 d dy .
/Qf(xy)wy / (/hl(y) f(z,y) ﬂf) Y

Coordenadas polares en R?. Cada punto P = (z,y) de R? tiene asignado de
forma tnica una pareja de niimeros reales' (r,0) de forma que

Entonces

r=rcosf , y=rsinb.

Esta pareja (r, ) recibe el nombre de coordenadas polares del punto P.

Conr>0y0<6<2m.
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Teorema del cambio de variable a coordenadas polares. Si () es un recinto
de R? descrito de la forma

Q={(rcost,rsinf):a<0<p, 1(0) <r <gs(0)},

B 92(0)
/ f(z,y)dedy = / / f(rcos@,rsin@)rdr | do .
Q o g1(0)

2. FUNCIONES DE TRES VARIABLES

entonces

Considera una funciéon de tres variables f : D — R, donde D es un conjunto
contenido en el espacio R3.

= Recintos tipicos. Si D es un recinto que puede ser descrito de la forma

D= {(ZL’,y,Z) eRsiCLSISb, gl<x> SySQQ(Q:), hl(flz’,@/) <z< h‘2<'ray)}

Entonces

b 92(x) ha(z,y)
/f(ac,y,z)dmdydz:/ / / flz,y,2)dz | dy | dx .
D a g1(x) hi(z,y)

Coordenadas cilindricas en R®. Cada punto P = (z,y, 2) de R3 tiene asignado
de forma tinica una terna de nimeros reales® (7,0, z) de forma que

r=rcosf , y=rsinb.
Esta pareja (r,0, z) recibe el nombre de coordenadas cilindricas del punto P.

Teorema del cambio de variable a coordenadas cilindricas. Si D es un recinto
de R? descrito de la forma

Q= {(TC0897TSin072> e S 0 S ﬁ ’ 91(0) S r S 92(0) ) hl(rae) S z S hQ(rae)} 9

entonces

B 92(9) hQ(T,@)
/ flx,y, z)dxdydz = / / / f(rcosf,rsind, z)dz | rdr | df .
D @ 91(0) hl(r70)

2Conr>0y0<0<2m.




Coordenadas esféricas en R?. Cada punto P = (z,y, z) de R? tiene asignado de
forma tinica una terna de ntiimeros reales® (1,0, ¢) de forma que

x=rcosfsing , y=rsinfsing , z=rcoso.
Esta pareja (r,0, ¢) recibe el nombre de coordenadas esféricas del punto P.

Teorema del cambio de variable a coordenadas esféricas. Si D es un recinto
de R? descrito de la forma
D = {(rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos @) :

@ <O<as, 91(0) << ga6) , M(0,0) <7< ho(6,)}

entonces

[ f . ydndya: -
D

as 92(0) h2(60,6)
/ / / f(rcos@sin ¢, rsin@sin g, rcosg)rising dr | do | do .
a g1(0) h1(0,9)

3Conr>0,0<0<2ry0< o <.
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1. Integracién en varias variables

El célculo de una integral m “ultiple (en varias variables) se reduce a ir calculando integrales de una
variable en el orden especificado. Intuitivamente, al igual que en el caso de una variable, las integrales
multiples calculan volumenes. Veamos un ejemplo en el caso de dos variables:

Ejemplo 1. Supongamos que queremos calcular la integral multiple

1 3
I= / / (62 + 6y?)dxdy
0 2

donde las variables z, y tienen de limites [2,3] y [0, 1] respectivamente. Para realizar la integracién,
primero empezamos integrando la variable x; manteniendo y constante,

1
I= / (32 + 6%)2=3dy,
0

y luego integramos sobre y,
I =€} (15 + 6y*)dy = (15y + 22°)[=5 = 17.

En la integral anterior se puede comprobar que el orden de integracién no importa, es decir,

3 1 1 43
/ / (62 + 6y?)dzdy = / / (62 + 6y2)dydz.
2 Jo 0 J2

Sin embargo, observa que el limite de integraciéon hay que ordenarlo también. Esto sucede gracias al
teorema de Fubini, que no vamos a enunciar porque tiene unas hipdtesis técnicas. En la practica, cualquier
funcién razonable cumple el teorema de Fubini.

Como deciamos anteriormente, la integral fj f: f(z,y)dzdy es el volumen que la grafica de f(z,y)
deja sobre el rectangulo [a,b] x [b,c] (si |f] > 0 en ese rectdngulo). En general no haremos integrales
sobre rectangulos, sino sobre regiones R del plano (o de R?). En ese caso, se puede escribir

//R fx,y)dxdy.

De esta forma, cuando f(z,y) = 1, obtenemos:
/ / 1dxzdy = Volumen del sélido que tiene base R y altura 1 = Area de R.
R

A veces, las regiones estan descritas con funciones en las variables x o y:

e Sugongamos una regién R definida por las funciones fy(x) v fs(z), como por
ejemplo

fafx)

"fipo

Debemos entonces integrar primero en y para tener en cuenta todas las sec-
ciones verticales, es decir

b pfa(x)
// F=/ [ F(z,y)dydx
R a Jfi(x)
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e Sugongamos una regién R definida por las funciones ¢;(y) v ¢2(y), como por
ejemplo

V|- g2y}

Debemos entonces integrar primero en x para tener en cuenta todas las sec-
ciones horizontales, es decir

d  rg2(y)
//F=f f F(x,y)dz dy
R ¢ Jaly)

A veces puede ocurrir también que las dos estrategias anteriores no funcionen, y tengamos que separar
la region en trozos donde si funcionen las estrategias anteriores. Esto es lo mismo que ocurre con las
funciones definidas a trozos en una variable: hay que dividir la integral segtin los trozos y luego sumar
todos los resultados.

Por dltimo, como es evidente, se puede integrar en cuantas variables se quiera. Por ejemplo, se puede
integrar en 3 variables, y el proceso es exactamente igual al anterior. En particular, se tiene que para la
funcién f(x,y,z) =1y el sélido V,

/ / / ldxdydz = Volumen del sélido V.
v

De esta forma, si se sabe que un objeto tridimensional V tiene funcién de densidad p(z,y, z) que depende
del punto (z,y, z) donde se mida, se tiene que

/ / / pdxdydz = Masa del sélido V,
v

que intuitivamente se entiende como masa=densidad-volumen.
En cualquier nimero de variables, si la funcién a integrar f(z,y) es un producto de funciones g(z)h(y),
se puede ver facilmente que

/Cd /ab f(z,y)dedy = /Cd /abg(:c)h(y)dxdy = /Cd h(y)dy /ab g(z)dz.

Nota: Es comin que, cuando el contexto estd claro, se eviten varios simbolos de la integral. Por
ejemplo, si estd claro por el contexto que estamos en el plano, todas las siguientes notaciones pueden

aparecer en un libro: [ [, f(z,y)dzdy, [, f(z,y)dzdy, [, f.

Vamos a motivar la siguiente seccién dando un ejemplo, que es muy dificil de calcular sin un cambio
de variable.

Ejemplo 2. Calculemos el area del circulo de radio ¢ y centrado en el origen:
R= {2 +y*> < 1?}.

En primer lugar, para calcular un drea de una region sencillamente tenemos que calcular

A:// ldzdy.
R

R={-VI-a2<y<1-a2},
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de tal forma que queda como una de las regiones que escribiamos anteriormente:

Vi—z2
A= / / 1dydzx,
Vi—z?

donde también sabemos que x varfa en [—¢, ¢]. Hacemos la primera integral iterada:

Vi—z?
A= / / ldydx = / 2y 1 — z2dx.
Vi—z2 —£

Esta integral es complicada. Hay que saber que este tipo de integrales se resuelven con el cambio de
variable z = £sin(u), dx = £ cos(u)du,

/2
A= / 202 cos?(u)du.
—m/2

Ademés hay que usar el truco de tomar 2 cos?(u) = cos(2u) + 1:

7r/2 'LL=7T/2

A= (¢ cos(2u) + 2) du = 2 (Sin@“) + u)

=020+7) = r.
- 2

u=—m/2

La integral, que ya ha necesitado un cambio de variabe al llegar a la integracién en solo una variable,
serfa muchisimo més simple cambiando de variables en R? a coordenadas polares.

2. Cambio de variable

Por incontables razones (al menos dos: simplificar la integral y simplificar la regién de integracién),
es conveniente a veces hacer un cambio de variable, como ejemplificibamos antes. En analogia con el
caso de una variable, se tiene el siguiente resultado, que lo enunciamos para 2 variables pero vale para
cualquier niimero de variables.

Proposiciéon 1. Dada una funcién [+ R? = R integrable y una region R en R?, si ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v))
es un cambio de variable (u, (z,y) (es decir, una aplicacidn biectiva), entonces

//fuvdudv—//fxy|detD¢|

donde D¢ es la matriz diferencial y a la cual se tiene que hacer el valor absoluto del determinante.
Veamos el ejemplo anterior:
Ejemplo 3. Calculemos el area del circulo de radio £ y centrado en el origen:
R={2? +y*> < 1?}.

Podemos cambiar a coordenadas polares, que suelen funcionar mejor cuando tenemos cosas redondas o
aparecen senos y cosenos en la integral. Como

x =r cos(6)

y =rsin(6),

esto nos define una funcién de cambio de variable ¢(r,0) = (r cosd,rsin0) = (z,y). Como anteriormente,

calculamos
= / / ldxdy.
R

Como queremos cambiar de variables, tenemos que calcular la diferencial de ¢ y su determinante:

cos) —rsinf

det D¢ = sinf  rcosf

= r(cos? § + sin® ) = r.

Tendriamos que tomar también el valro absoluto, pero r ya toma valores positivos, asi que es igual a
su valro absoluto. Al hacer el cambio de variable, § varia en [0, 27| (para cubrir todos los dngulos del
circulo) y r varia en [0, £]. Queda

27 2 2 27 EQ
A= / / rdrdQ—/ —|r= fda_/ —d@——0|‘9 2 — g2,
0

Este calculo ha sido mucho maés sencillo.

Ahora damos los cambios tipicos de coordenadas.
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2.1. A polares

Como el cambio de variable estd definido por ¢(r,0) = (rcosf,rsind) = (x,y), su diferencial es

Do — (cos@ —rsin0> .

sinf rcosf

A su vez, |detD¢| = r, donde ya no aparece el valor absoluto porque r es siempre positivo. Asi:
/ f(z,y)dady = / f(rcos,rsinf)r drdf.
R R

2.2. A cilindricas

El cambio a cilindricas es como el de polares con, ademds, una z: ¢(r,0,2) = (rcosf,rsiné, z) =
(2,9, 2)
cosf@ —rsinf 0
D¢ = |sinf rcosf O
0 0 1

A su vez, |detD¢| = r, donde ya no aparece el valor absoluto porque r es siempre positivo. Asi:
/ flz,y, 2)dzdydz = / f(rcosf,rsinb, z)r drdfdz.
R R

2.3. A esféricas
Como el cambio de variable estd definido por ¢(r, ¢,0) = (r cos ¢sin @, rsin ¢ sin b, r cos0) = (z,y, 2),
su diferencial es
cos¢psind —rsingsinf rcos¢cosd
D¢ = | singsinf rcos¢sinf rsin¢gcosf
cos 0 —rsinf

A su vez, |detD¢| = r?sin 0, donde ya no aparece el valor absoluto porque r es siempre positivo. Asf:

/f(x,y,z)d:cdydz:/ f(rcos ¢sin @, rsin ¢sin 6,7 cos§)r?sin drded.
R R

Ejemplo 4. Esto nos permite calcular el volumen de una esfera de radio ¢,
V= / ldzdydz,
R

donde R se puede describir como {x? + y* + 22 < ¢2}. Es mucho m4s sencillo cambiar a coordenadas
esféricas, con las variables los valores r € [0,], ¢ € [0,27] y 6 = [0, 7]:

T 2w oL 27 4 T
V= / / / r?sin @ drdpdd = / d(b/ 2 dr/ sin @ df,
o Jo Jo 0 0 0

porque la funcién que nos queda es un producto de funciones en cada variable. Cuando se calcula esto
dltimo da

4
V= —03.
3
Nota: Existen unas coordenadas esféricas para las esferas de cualquier dimension, muy parecidas

a las que hemos visto nosotros para 3 dimensiones. Eso permite calcular el volumen de las bolas de n
dimensiones.

3. Repaso geométrico

En esta primera secciéon recordamos los conceptos geométricos bésicos. A partir de ellos podremos
definir nociones como la longitud y el trabajo de una fuerza.
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3.1. Operaciones con vectores

Las dos operaciones relevantes para el calculo multivariable son:
Producto escalar

Dados dos vectores v,w € R? de coordenadas v = (v1,v2), w = (wy,ws). La proyeccién de w sobre v es
el vector de direcciéon v y médulo
w-vi=viwi + vaws € R.

En el caso de tener vectores en el espacio v = (v, v2,v3),w = (w1, ws,w3) € R3, la proyeccién de w
sobre v es el vector que tiene direccién v y médulo

w U= viwy + vows + vaws € R.

En ambos casos, el namero real w - v se conoce como el producto escalar de v y w.
Dos vectores v, w son ortogonales si w - v = 0.

Producto vectorial

Esta operacién es exclusiva de vectores en el espacio R3. Dados dos vector v, w € R3, el producto vectorial
de v y w es el vector ortogonal a v y w de médulo el area con signo del paralelogramo generado por v y w.

En coordenadas, v = (v, ve,v3), w = (wy, we, ws), el producto vectorial de v y w es

U1 w1

vxw:=det| vy wsy = (vows — v3ws) - i + (vawy — Viws) - J + (Viwy — vowy) - k=

TS Sy

U3 ws

= (vows — V3W2, V3W1 — V1W3, V1 Wo — VoW1 ).

Notemos que v- (v X w) =0y w- (v X w) =0.

3.2. Curvas

En una primera aproximacion, una curva es un objeto unidimensional. Es decir, un conjunto de puntos
de cierto espacio que cuando se recorre solo se tiene la libertad de moverse en una direccién, con dos
posibles sentidos. Un vehiculo desplazandose a lo largo de una calle de un solo carril estd restringido
a ir hacia delante o hacia atréds: la calle puede curvarse pero sigue habiendo s6lo una direcciéon. Un
funambulista al que no se le permita saltar esta obligado a moverse a lo largo de un objeto unidimensional,
el cable donde se apoya. La calle por la que se desplaza el vehiculo se dibuja mediante una curva en un
mapa de la ciudad correspondiente, es lo que denominaremos una curva plana. El cable del funambulista
vive dentro del 3-espacio y dibuja una curva en el espacio.

3.2.1. Curvas en el plano

Sea I C R un intervalo en la recta R de variable independiente ¢t. Una curva en el plano R? de
variables (z,y) es la imagen de una aplicacién diferenciable

r: I CR—R?  t—r(t) = (2(t),y(t)).
Se dice que la funcién r parametriza la curva.

Ejemplos: 1. Segmentos. Sea I = [0,1] y 7(t) = (¢,0). La curva imagen es el segmento en el plano R?
que une los puntos (0,0) y (1,0). Si I = [-1,0] y r(t) = (¢,t + 1). La curva es el segmento que une los
puntos (—1,0) y (0,1). En general es segmento que une los punto p,q € R? se puede parametrizar con
r(t)=t-q+(1—-1t)-p,0<t <1

2. Circunferencias. Sea I = [0,27] y 7(t) = (cost,sint). La curva es la circumferencia de radio 1

centrada en el origen (0,0). Para describir la circumferencia de radio a centrada en el origen podemos
usar [ = [0,27] y 7(t) = (acost,asint).
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3.Sea I = [0, 7] y r(t) = (cost,sint). Entonces la curva es la parte de la circumferencia unidad centrada
en el origen contenida en el semiplano superior {(z,y) : y > 0}.

4. Elipses. Sea C' la elipse de semiejes a,b > 0:
2 g2
C—{(I,y)€R2sﬁ+b2—l}.
Una posible parametrizacién es r(t) = (acost,bsint), 0 <t < 2.

La funcién r(t) suele interpretarse como la posicién de una particula moviéndose a lo largo del tiempo .
Esto motiva la siguiente

Definicién 1. La velocidad de una curva r : I —s R? es el vector ' (t) = (2/(t),y'(t)).

Ejemplos: 1. Segmentos. Sea r(t) = (¢,0). La velocidad es r'(t) = (1,0). Si la posicién estd descrita
por la curva r(t) = (t? + t,tet), la velocidad es 7/(t) = (2t + 1,¢e’ + te!). Para un segmento general
r(t) =t-q+ (1 —t) - p la velocidad es constante igual a r'(¢t) = ¢ — p.

2. Circunferencias. En el caso de la circunferencia unidad r(¢t) = (cost,sint) la velocidad es r'(t) =
(—sint,cost). Si se tiene la circunferencia de radio a descrita por r(t) = (acost,asint), la velocidad es
r'(t) = (—asint,acost).

3. Elipses. Sea C' la elipse parametrizada por
r(t) = (acost,bsint), 0<t < 2m.

La velocidad es r/(t) = (—asint, bcost).

3.2.2. Curvas en el espacio

La nocién de curva sigue siendo la imagen de un intervalo I C R por una aplicacién continua r. Para
curvas planas la aplicacién es r : I — R2. Para una curva en el espacio sélo tenemos que admitir que el
conjunto de llegada sea R3.

Una curva en el espacio R? de variables (z,, z) es la imagen de una aplicacién diferenciable
r:l CR— R tr—r(t) = (2(t),y(t), 2(1)).

Decimos que la funcién r parametriza la curva. La definicién es andloga al caso de curvas plana anadiendo
una tercera componente z(t).

La nocién de velocidad es analogo que en el caso de curvas planas:
Definicién 2. La velocidad de una curva r : I —s R? es el vector r/(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)).

Siendo maés precisos, la velocidad de una curva parametrizada por r(t) = (z(t), y(t), 2(t)) en el punto
r(to) es el vector v’ (tg) = (2'(t0), ¥’ (o), 2’ (to))-

Ejemplos: 1. Segmentos. Consideremos los puntos (1,0,2),(—3,2,4) € R3. El segmento que los une es
una curva C' parametrizada por

r]0,1] — R r(t) =t-(=3,2,4) + (1 —t)-(1,0,2) = (=4t +1,2t,2t +2), 0<t<1.

Observemos que efectivamente 7(0) = (1,0,2) y (1) = (—3,2,4). En general dados dos puntos p, ¢ € R?
en el espacio, el segmento que los une se parametriza por

rt)=t-q+(1—-t)-p, 0<t<1.

La velocidad en esta parametrizacién es 1’ (t) = (—4, 2, 2), luego es constante en ¢ y no depende del punto.
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2. Circunferencias. En el espacio podemos considerar un circulo unidad C' contenido en el plano
{z = 3z — 2y}. Si asumimos que C proyecta en el plano (z,y) al circulo unidad centrado en el origen,
una parametrizacién posible de C' es

r:[0,27] — R®,  7(t) = (cost,sint,3cost — 2sint), 0 <t < 2m.
La velocidad en esta parametrizacién es r’(t) = (—sint, cost, —3sint — 2 cost).
3. Hélices. La imagen de la aplicacion
r:]0,27] — R®,  r(t) = (cost,sint,t)

es una hélice que crece linealmente en la direccién vertical desde altura 0 a altura 27. La velocidad de
una particula recorriendo la hélice con posiciones dadas por r(t) es r’(¢) = (—sint, cost, 1).

3.3. Superficies

Una superficie es un objeto bidimensional. Esto es, un conjunto de puntos que es posible recorrer
usando moviemientos en dos direcciones. Las superficie se suelen ver en el 3—espacio. Si ignoramos el
grosor, una hoja de papel, la hoja de un arbol o un mantel son ejemplos de superficies. Existen dos
maneras de dar una superficie en el 3—espacio: mediante una parametrizacién o una ecuacién.

3.3.1. Parametrizacion de una superficie

Una superficie parametrizada es la imagen de un subconjunto del plano via una aplicacién diferen-
ciable al 3—espacio. Siendo precisos:

Una superficie en el espacio R? de variables (z,, z) es la imagen de una aplicacién diferenciable
r:QCR* =Rt r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € Q.
La funcién r parametriza la superficie.
Ejemplos: 1. Planos. Sea = R? y consideramos la parametrizacién
r(u,v) = (u,v,2), (u,v) € R2
La imagen de la aplicacién r es un 2-plano 7 en R3. De hecho 7 = {z = 2}. Si consideramos
r(u,v) = (u,v,3u —2v+1), (u,v) € R?,
también obtenemos un 2-plano en R3, distinto de .

2. Discos. Sea Q = D? = {(z,y) € R? : 2% + 3? < 1} C R? un disco en el plano. La imagen de Q por la
parametrizacién r(u,v) = (u,v,0) es un disco contenido en el plano {z = 0}. En este caso la superficie
no esta curvada. Si en cambio consideramos la parametrizacién

s(u,v) = (u,v, V1 —u2 —v?), (u,v) €N

la imagen es la hemisferio norte de la esfera unidad centrada en el origen 0 € R3. Esta superficie estd
curvada.

3. Esferas. Sea Q = [0,27] x [0, 7] C R?. La imagen de § por la parametrizacién
r(u,v) = (cosusinv, sinusinv,cosv), (u,v) € [0,27] x [0, 7].

estd contenida en la esfera unidad S? = {(z,y, z) € R? : 22 + y? + 22 = 1}. Debido al hecho que existen
eleccién de (u,v) de modo que todo punto de S? es de la forma r(u,v), la imagen es S?. Nétese que esta
parametrizaciéon no es mas que la expresion en coordenadas esféricas con la restriccién del radio {r = 1}.

89



UAM Curso 2024-2025

4. Integracion

Ahora que las nociones basicas de geometria en el plano y el espacio han sido introducidas, definiremos
operaciones sobre estos objetos. Estas operaciones nos permitiran calcular magnitudes como la longitud
de una curva o el drea de una superficie. A su vez, la integracién da un fundamento riguroso a la nocién
del trabajo de una fuerza a lo largo de una curva o el flujo de un campo a través de una superficie.
4.1. Intregales en curvas

Las integrales sobre curvas también se llaman integrales de linea, que proviene del hecho que las
curvas son objetos de dimensién uno.

4.1.1. Longitud de una curva plana

Definicién 3. Sea C una curva plana descrita por r : [a,b] — R?. La longitud L(C) de la curva plana
C es

b
L(C) = / |7 ()| dt.

Es sencillo comprobar que para otra parametrizacién s : [¢,d] con la misma curva imagen C se tiene

/cds’(t)dt: /ab |7 (t)|dt.

Luego la cantidad L(C) es independiente de la parametrizaciéon y sélo depende de C.

4.1.2. Integral de linea en el plano

La integral de linea de una funcién f(z,y) en el plano sobre una curva C' parametrizada por 7 :

[a,b] — R? es
/Cf:/a Fr@®) I @] dt.

Esto generaliza la seccién anterior, es decir, la longitud de una curva es la integral de linea de la
funcion f(x,y) =1 sobre la curva C' que queremos medir:

L(C) = /01.

Es similar a la forma de calcular areas y volimenes de una regién en el plano o en el espacio, que vimos
anteriormente.

Ademas, el resultado es independiente de la parametrizacién r de la curva C' y también de la orien-
tacion (es decir, si se recorre la curva al revés o no). Geométricamente, la gréfica de f es una superficie
z = f(z,y) en el espacio, por lo que la integral de linea se interpreta como el drea de una valla (o corti-

na) entre la base de la imagen de C'y la grafica de f al igual que ocurre con las integrales de una variable.

Nota: Cuando una curva empieza y acaba en el mismo punto (es decir, es cerrada), la integral de
linea tiene otra notaciéon también:
L4
c c

Ejemplo 5. Sean p,q € R? dos puntos en el plano y 7(t) = t-q+(1—t)-p, 0 < t < 1 una parametrizacién
del segmento C' que les une. La longitud deberia ser el médulo del vector ¢ — p. En efecto,

1 1 1
L<0>:/O \r’<t>|dt=/0 \q—p\dt=|q—p|/0 dt = g — |

Ejemplo 6. Demostremos que la longitud de una circunferencia de radio r es 27r, es decir, buscamos

hallar
j{ ds
C
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siendo C' la longitud de una circunferencia de radio 7.
Por simplicidad, consideremos una circunferencia de radio r centrada en el origen, por lo que una
posible parametrizacion es
r(t) = (rcost,rsent) 0<t<2rm

Dado que
r'(t) = (—rsent,rcost)

It ()] = V/r2sen?t + r2 cos® t
= /72 (sen2t + cos? t)

=r

L(C):/Cl:jil
:/O%rdt

= 27r

Por lo tanto

Ejemplo 7. Sea C' C R? la elipse de semiejes a,b > 0 centrada en el origen con la parametrizaciéon
r(t) = (acost,bsint), 0<t < 2m.

Luego la longitud de esta elipse es

27 27 27
L(C) :/ ||r’(t)Hdt:/ [(—asint,beost)| dt = Va2 sin? t + b2 cos? tdt =
0 0 0

w/2 2m /2
:4/ H(fasint,bcost)Hdt:/ Va2 sin2t+62c052tdt:4a/ V1 —ecos?tdt
0

0 0

donde € = /1 — b?/a? es la excentricidad de la elipse. La integral de la funcién v/1 — e cos? t no puede
expresarse en términos de funciones elementales. La longitud de una elipse es una cantidad dificil de
calcular.

4.1.3. Longitud de una curva en el espacio

El concepto de longitud para una curva en el espacio coincide con el de longitud de una curva plana.
La tinica variacién es que la imagen de 7(t) estd contenida en R3:

Definicién 4. Sea C C R3 una curva espacial descrita por 7 : [a,b] — R3. La longitud L(C) de la
curva plana C' es

b
M®=/Hﬂwﬁ

Dada otra parametrizacién s : [¢,d] con la misma curva imagen C' se tiene

d b
/nﬂwﬁ:/umwa,

y la longitud L(C) es independiente de la parametrizacion.

Ejemplo 8. Sea C C R3 la hélice descrita por
r:[0,27] — R®, r(t) = (cost,sint,t).

La velocidad es 7/(t) = (—sint, cost, 1). Luego la longitud es

M@—A%

2m 2m
(—sint,cost, 1) dt = / (\/sin2t+cos2t+12) dt = V2dt = 2v/2x.
0 0
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4.1.4. Integral de linea en el espacio

Esta nocién es el andlogo 3-dimensional del caso plano. La integral de linea de una funcién f(z,y, 2)
en R3 sobre una curva C parametrizada por r : [a,b] — R? es

/Cf: /abﬂr(t)) I (@&)]] dt.

Notad que no cambia nada en absoluto de la definicién en comparacién al caso plano. También en este
caso, si la curva es cerrada se puede usar la notacién §.

Ejemplo 9. Se desea evaluar la integral de linea
/ (22 + 9% + 2%)ds
c
sobre la hélice
r:[0,27] - R3
t — (cost,sent,t)

En primer lugar notemos que
r'(t) = (—sent,cost, 1)

por lo que
|7 ()|| = /(—sent)2 + cos? t + 12
= \/sen2t + cos?t + 1
=2
Y como
f(r(t)) = cos’t +sen’t + t*
=1+t
Entonces

27
/ (2% +y* + 2%)ds = / (14 %)v2dt
C

0

=V2 <t + t;)
_ 21/27(3 + 471'20)
3

2m

4.2. Integrales de Superficie

Esta seccion introducimos la integraciéon de una funcién escalar a lo largo de una superficie. En el
caso particular que la funcién escalar es constante igual a 1 obtendremos el drea de una superficie.

4.2.1. Area de una superficie

La magnitud ||v x w]|| del producto vectorial de dos vectores v,w € R? es el area del paralelogramo
generado por v, w en el plano (v, w).

Definicién 5. Sea S una superficie descrita por r : @ — R3. El area A(S) de la superficie S es

A(S) = // [|0ur X Oyr|| dudv.
Q

Ademés, a n(u,v) = 9,1 x 9,1 se le llama vector normal.
Ejemplo 10. Sea Q = [0,27] x [0, 7] C R2. La imagen de © por la parametrizacién

r(u,v) = (pcosusinv, psinusinv, pcosv), (u,v) € [0, 2x] x [0, 7].
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es la esfera Sz ={(r,y,2) € R?: 2% +y? + 22 = p?} de radio p centrada en el origen. Ademss,
_ _ 2 .2 2 . 2 2 : 2
n(u,v) = Oy X Opr = (—p~ cosusin® v, —p~ sin usin® v, —p~ cosvsinv) = —p~sinv - (x,y, 2).

El area de Sz es la integral del médulo del vector normal n a lo largo de Q:

2 T
A@S)z:jygunududvzzjg ‘A;|Afp2gnzm|dudv::

2 T ™
pz/ / |sinv| - dudv = 27rp2/ |sinv|dv = 4mp?.
o Jo 0

4.2.2. Integral de superficie

Definicién 6. Sea S una superficie descrita por r :  — R3. La integral de f a lo largo de la superficie

S es
[/f@@ﬂ%”%rx&MMww
Q

Ejemplo 11. Consideramos S = Si con la parametrizacion
r(u,v) = (pcosusinw, psinusinv, pcosv), (u,v) € [0,27] x [0, 7].
y la funcién f: S2 C R® — R dada por f(z,y, 2) = 2. Restringida a la superficie S} est4 funcién es
fls = (for)(u,v) = pcosv.

Teniendo en cuenta que la funcién f tiene valores opuestos en el hemisferio norte y el hemisferio sur, la
integral deberia ser cero. El vector normal es

2 2

n = Oyr X Oyr = (—p? cosusin® v, —p? sinusin® v, —p?® cosvsinv) = —p*sinwv - (z,y, 2).

La integral de f a lo largo de S es

2m ™
// flnlldudv = / / pcosv| — p*sinv - |dudv =
Q o Jo

2T ™ ™
p2/ / pcosv|sinv| - dudv = 27rp3/ cosvsinvdv = 0.
o Jo 0
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1. Campos vectoriales

Hasta ahora solo hemos visto integrales sobre curvas y superficies de funciones escalares, es decir,
integrales de funciones que dan un ntimero real (un escalar) a cada punto de la curva o de la superficie.
Para dar el siguiente paso més alld necesitamos definir campos vectoriales.

Recordad que un vector w en R” sencillamente es una n-tupla de ntimeros, es decir, w = (ay,...,a,) €
R™. En particular, un vector de R! es lo mismo que un tinico nimero, un escalar. Si las funciones de
escalares asignan un nimero a cada punto, un campo de vectores es lo andlogo pero con vectores en
lugar de nimeros. Dicho de otra forma, si nuestro dominio es el conjunto Q (curve, superficie, etc.), las

funciones escalares son
f:Q—R=R!

y su generalizacién son los campos vectoriales
F:Q—-R"

Definicién 1. Un campo vectorial en Q (donde Q puede ser una curva, superficie, R", etc.) es una
asignacién de vectores a cada punto de €2. Es decir,

F:Q— R
donde F(x) = w, se llama el vector del campo F' en el punto x.

Dicho de otra forma, si nuestro dominio es el conjunto €2 (curve, superficie, etc.), las funciones escalares

Son
f:Q-R=R!

y su generalizacion son los campos vectoriales
F:Q—R"™

Tipicamente, los campos vectoriales se representan graficamente como un montén de flechas sobre el
lugar sobre el que esta el campo vectorial por razones obvias. Por ejemplo, un campo vectorial sobre un
plano se representa asf:

A A Y O T T T N T T N N NN
Y A Y Y Y e U S U N N L N
VA O A S T I S U W N N N N
Y R A A A A e T T U U U N N U N
P A A A A A e L U i e O N O O N
P Y A A A P A et e . U U U U O S N,
A A A A g el S U N N U U U S Y
AN AN AN AV Ay eV g gl s ot S N N U U U S T R
AN NN Y e S S
A N A = N S N N N S S S '
;;J;#Jﬁ////f\\\\Rﬁkft**
NN EEEE R, N S R R
PV NN
VL N NNNNTR T A A A A
VAV NN NN A A A LA
IR T TR R N e = e . A A A R A A A
R T e T T e e g i I AV A A S A A
VNN N N N N A A T e e ey oy A A A A A A
R N N T e T N i i e G G G S S A R 4
NI N T e O s S S A S B
R S N T e i e A G A S S
R S N T P L N S S ]
R T T P A A S S S
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Ejemplo 1. Como en todo buen texto explicativo, ya hemos visto campos vectoriales antes pero no
éramos conscientes de ello. Dada una funcién cualquiera f : R™ — R, podemos tomar su campo gradiente,

Vf:R" - R"
que acada punto x € R™ le asigna el vector V f(x).

Una pregunta muy interesante es si todos los campos vectoriales son gradientes de alguna funcién.
Los campos vectoriales que son gradientes de alguna funcién se llaman campos conservativos y, como
podéis imaginar (porque tienen nombre) no todos los campos son conservativos. Veremos por qué se
llaman asi més adelante. Por ejemplo, pensad si la representacion del campo vectorial anterior puede ser
el gradiente de alguna funcion.

2. Integracion

Anteriormente hemos visto como calcular integrales de funciones escalares tanto sobre curvas,

b
/Cf = / Fe@®) IOl dt,

LLfZ/Kf@mﬂWH%rx&HMww

En ambos casos necesitdbamos una parametrizacién, tanto de la curva (r : [a,b] — C) como de la
superficie (r: Q@ — 9).

como sobre superficies,

2.1. Sobre curvas

Definicién 2. Sea F : R® — R™ un campo vectorial y C' C R™ una curva descrita por r(t) con
a <t <b. La integral de linea de F a lo largo de C' es

LF:LZKW»HW%

Ejemplo 2. 1. Calculemos la integral de linea del campo vectorial F(z,y) = (y,2?) en la curva C' dada
por r(t) = (4 —t,4t — t?) con 0 < t < 3. Segtin la descripcién de la curva C: z(t) = 4 —t, y(t) = 4t — 2.
Luego

F(r(t)) = (4t —t2,(4 —t)?), 7'(t)=(=1,4=2t), F(r(t))-r'(t) =t> — 4t + (4 — 2t)(4 — t)°.

La integral de linea de F' a lo largo de C es

3, ) 69
F= [ 2 —4t4(4—-2)4—t)%dt = —.
C 0 2

Ejemplo 3. Calculemos la integral de linea del campo vectorial F(z,y) = (2®—2x2, 2 —y/2) al movernos
en la curva C descrita por 7(t) = (¢,t%) con —1 < t < 2. En este caso 7(t) = (x(t), y(t)) = (t,t?) y tenemos

F(r(t)) = (> — 22t —t2/2), »'(t) = (1,2t) = F(r(t)) - r'(t) =3 — 26> +- 2t* — 13 = 0,

asi que el vector tangente a la curva y el campo F' son ortogonales. Luego la integral de linea de F' a lo

largo de C es
2
/F:/ 0dt=0
c -1

En general si el campo F(r(t)) es perpendicular al vector tangente r/(¢), i.e. F(r(¢))-r'(t) = 0, la integral
es cero.

95



UAM Curso 2024-2025

2.2. Sobre superficies

Normalmente estas integrales las calcularemos de otra forma.

Definicién 3. Sea F : R®> — R3 un campo vectorial y S C R3 una superficie parametrizada por
r: Q) — S. La integral de superficie de F' en S es

/S Fe / /Q (F(r(u,0)), (Bur x 8yr)) dudv.

Puesto que (a,b x ¢) es igual al determinante

el calculo de estas integrales es muy sencillo.

3. Teoremas

3.1. Operadores

Antes de hablar de los teoremas relacionados con integracion de campos vectoriales, es conveniente dar
la definicién deu nos cuantos operadores (que no son més que operaciones que se hacen sobre funciones).
Operadores que actiian sobre campos escalares (i.e., funciones escalares).

= El operador gradiente

El gradiente de f: R®* - Res Vf = (ﬂ 8—’;) En consecuencia, el operador gradiente se

63:1 ’ ) Ox
define como

7] 0
Vl_(%""’%)‘ (1)

Puedes saber mas sobre este operador aqui.

= El operador laplaciano

El laplaciano de f: R" - Res Af = % 4.4 ng . En consecuencia, el operador laplaciano se
1 n

define como
0? 2
A = — PPN J—
0z3 L ox2’

Observa que este operador es de segundo orden, es decir intervienen las derivadas segundas para definirlo.
Puedes saber mas sobre este operador aqui.
Operadores que actiian sobre campos vectoriales.

o también A = V2, (2)

Si Q es un recinto en R3, y F : Q — R3, F = (F}, Fy, F3), es un campo escalar en (), entonces
definimos los siguientes operadores diferenciales.

= El operador divergencia

La divergencia de F es el campo escalar Div(F) = g—g + g—ij + g%

divergencia se define como:

. En consecuencia, el operador

. 0 0 0 s _
Div := PN + 92s + e o también Div(F) =V - F (3)

Puedes saber mas sobre este operador aqui.

= El operador rotacional

El rotacional de F' es el campo vectorial

_(0F3  O0Fy) - OF, OF3\ - oF, OF;\ -
rot(F) = (8962 B 83@3) (s (8:33 B 83@1)] + (8:101 B 8352) k.

En consecuencia, el operador rotacional se define como:

[
:‘Qv ol

I‘Q) .
w

-

rot(F) =V x F =

N

Q!
=8
Q!
Q!
=8

Puedes saber mas sobre este operador aqui.
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3.2. Teorema de Green

El Teorema de Green aplica solo a integrales de linea a lo largo de una curva plana cerrada. Sea
F un campo vectorial en el plano R2. Expresamos este campo como

F(z,y) = (P(x,y),Q(z,y))

Sea C' C R? una curva plana cerrada y orientada. Esta curva es 1-dimensional y la integral de linea de
F alo largo de C es equivalente al cdlculo de una integral en 1 variable. El dominio €2 es definido como
la regién acotada que queda encerrada por C. En otras palabras, la frontera de Q2 es C.

Teorema 3.1. (Teorema de Green) Sea Q2 una dominio en el plano con frontera una curva connexa
orientada cerrada C. Dado un campo vectorial F(z,y) = (P(z,y), Q(z,v)),

/CF: //Q(aerayp) dzdy

Observacion: Para aplicar el teorema no es necesario tener la curva C descrita por r(t). Sélo es necesario
describir el dominio interior 2.

Ejemplo 4. Circunferencias. Sea C' la circunferencia de radio p centrada en el origen. El dominio {2
es el disco de radio p centrado en el origen: Q = {(r,0) : r < p} = {(z,y) : 2 + y? < p?}. Consideramos
F(x,y) = (P(z,y),Q(x,y)) = (y* + y + €%, 22y — e*¥ + tany). La integral de linea de F a lo largo de C

/ F.dl = // Q2 — Pydzdy = // —1-dxdy = —Area(Q) = —7p?.
c Q Q

Ejemplo 5. Sea C C R? el tridngulo de vértices (—1,0),(1,0),(0,1) y F(z,y) = (¥, —sin(rz)). El
dominio  es el interior del tridngulo, cuyos limites de integracién se pueden tomar como 0 <y <1y
y—1<xz<1-—y. Via el teorema de Green, la integral de linea de F' a lo largo de C se puede calcular
integrando ), — P, en el interior del tridngulo:

I— /Q(Qx —P,)-dedy = /01 /y:y<—mos(m) — V) dady = —2(c—2) — 2.

s

Ejemplo 6. Sea C C R? una curva plana cerrada cualquiera y F = (P,Q) una fuerza con Q, = P,.

Entonces
/ F.-dl=0.
c
Instancias de este hecho son las fuerzas

F(z,y) = (2,0), F(z,y) = (0,y), F(z,y) = (z.y) y F(z,y) = (y,2).
El ejemplo anterior motiva volver a discutir sobre campos conservativos.
Definicién 4. Un campo vectorial F' es conservativo si es igual al gradiente de alguna funciéon, Vf = F.

La propiedad fundamental de los campos conservativos es que su integral sobre un camino ce-
rrado es siempre cero. Esto es muy facil de ver con el teorema de Green, hagamoslo.
Asumamos que F' es un campo conservativo, e intentemos calcular

LF

donde C' es una curva cerrada en el plano. Como F es conservativo, F' = V f para alguna funcién f (que
en general desconocemos). Asi pues,
/ F= / v/
c c

Ahora podemos aplicar el teorema de Green, que nos dice que debemos integrar sobre la regién R que
queda encerrada por la curva C. Ademds, como Vf = (9, f, 9y f), el teorema de Green nos dice que

/C VS /R (0:(0,1) — 8,(8:.1)).
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Por otro lado, dadas las circunstancias adecuadas de diferenciacion, sabemos que la derivada cruzada de
f es la misma sea cual sea el orden, es decir: 9,0, f = 0,0, f. Por lo tanto,

/C v/ = /R (00, ) — ,(0.1)) = /R 0=0.

Esto ademaés nos permite probar que si F' es un campo conservativo y calculamos la integral de linea
de una curva C' que va entre los puntos A y B en el plano, el resultado solo depende de los puntos A y
B. Es decir, la integral sobre cualquier curva que va del punto A al punto B es la misma. Esto se puede
probar encontrando regiones cerradas por dos curvas Cy y Cy y aplicando el resultado anterior repetidas

veces.

/

/

!

!

3.3. Teorema de Stokes

Si nos fijamos, lo que aparece en el teorema de Green se parece sospechosamente a lo que obtenemos
al hacer el rotacional de un campo en R2. No es lo mismo, porque el teorema de Green solo habla de
campos vectoriales en el plano, y el rotacional solo es para campos vectoriales en R3. Esto nos lleva al
teorema de Stokes, que es la generalizacion del teorema de Green en 3 dimensiones.

Teorema 3.2. (Teorema de Stokes) Sea S una superficie de R® cuya frontera S es una unidn finita de
curvas cerradas simples, orientada positivamente respecto de la normal exterior a S. Sea F = (Fy, Fy, F3)

un campo definido en cada punto de S.Entonces

ﬁSF: //S rot(F). (5)

Ejemplo 7. Calcula la integral del campo F = (sin(z), e¥ + 22, 2% 4+ 222) sobre la frontera del triangulo

de vértices A = (3,0,0), B=(0,2,0) y C = (0,0,1).
Para calcular esta integral de linea basta usar el Teorema de Stokes y por esto calcular

/ /S rot(F) - dS.

En concreto, como Fy = sin(x), Fy = 22 + ¢¥, F3 = 222 + 2% | su rotacional es
i j k B -
rot(F)=VxF=| 9, Dy 0, = (—4z)j + (2z)k.
sin(z) 2?+e¥ 22?2+ 2%

Para calcular la integral de superficie tenemos que parametrizar la superficie S de alguna forma. En este
caso, como el tridngulo esta contenido en el plano —2z — 3y + 3z + 6 = 0 tenemos que la aplicacién de
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parametrizacién G esta definida soble el tridngulo plano  de vértices P = (0,0), Q@ = (3,0) y R = (0,2)
por la férmula:

(6)

—6+4+2x+3
G(l‘,y) = <$,y, y> ’

3
para (z,y) en el tridngulo
2
Q={(z,y)0<z<3,0<y< *§x+2}.

El vector normal asociado a esta parametrizacion se calcula como sigue. En primer lugar calculamos las
dericadas parciales de la parametrizacion:

0.G=(1,0,2/3), 9,G=(0,1,1) , (7)
lo que da el campo normal a la superficie
n(z,y) = 0,G x 0,G = (—2/3,-1,1). (8)

Observa que estd orientado positivamente porque su componente z, z = 1, es siempre positiva. Con esta
orientacién se tiene que

//S rot(F) - dS = /9(07 —dx,2) - (_g,—1,1> dady = /Q(Gx)dxdy.

Calculemos esta integral:

3 p—Za+2 3 9
/(Gx)dmdy = 6/ / x dydx = 6/ x (—x + 2) dx = 18.
Q 0o Jo 0 3

En consecuencia, el valor de la integral de linea sobre el tridngulo que se pedia inicialmente es 18.

3.4. Teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia, o teorema de Gauss, es como el teorema de Stokes pero si aniadimos
una dimensién mas a los dominios de integracion. Es decir, intervienen un sélido en tres dimensiones y
su frontera (que es una superficie), en comparacion al caso del teorema de Stokes donde intervienen una
superficie y su frontera (que es una curva).

Teorema 3.3. (Teorema de la divergencia) Sea S una superficie cerrada que limita una region W en
R3. Supongamos que S es suave a trozos y orientada por vectores normales que apuntan al exterior de
W. Sea F un campo vectorial cuyo dominio contiene a VWW. Entonces

[~ Jff e

Ejemplo 8. Calcula la integral [[¢ F' donde S es la frontera de la caja W = [0,2] x [0,3] x [0,1], y el
campo viene dado por F = (22, 2%, 7).
En primer lugar calcularemos la divergencia del campo dado. En concreto
0z 92t Oe?

Por otro lado, el sélido W ya tiene una descripcion adecuada para integrar. En consecuencia,

///de(F)/o2 (/03 (/01 (2x+eZ)dz) dy) e —
/02 (/03(2x+61)dy>d$66+6.

Luego el flujo pedido es 6e + 6 en la direccién de la normal exterior a la frontera de la caja.

Nota: Como se puede observar, los teoremas de Green, Stokes y de la divergencia tienen la misma
filosofia, la integral sobre la frontera de algo es otra integral sobre su interior. Estos tres teoremas son
casos particulares de una teorema mas general, que se suele llamar Teorema de Stokes generalizado o,
mas dramaticamente, teorema fundamental del calculo multivariable. Como podéis imaginar, el teorema
fundamental del cdlculo (el que relaciona integrales con sus derivadas) tiene mucho que ver, y es también
un caso particular. Las matemaéticas involucradas son técnicas para lo que concierne a este curso.
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1. Integracién en varias variables

El célculo de una integral m “ultiple (en varias variables) se reduce a ir calculando integrales de una
variable en el orden especificado. Intuitivamente, al igual que en el caso de una variable, las integrales
multiples calculan volumenes. Veamos un ejemplo en el caso de dos variables:

Ejemplo 1. Supongamos que queremos calcular la integral multiple

1 3
I= / / (62 + 6y?)dxdy
0 2

donde las variables z, y tienen de limites [2,3] y [0, 1] respectivamente. Para realizar la integracién,
primero empezamos integrando la variable x; manteniendo y constante,

1
I= / (32 + 6%)2=3dy,
0

y luego integramos sobre y,
I =€} (15 + 6y*)dy = (15y + 22°)[=5 = 17.

En la integral anterior se puede comprobar que el orden de integracién no importa, es decir,

3 1 1 43
/ / (62 + 6y?)dzdy = / / (62 + 6y2)dydz.
2 Jo 0 J2

Sin embargo, observa que el limite de integraciéon hay que ordenarlo también. Esto sucede gracias al
teorema de Fubini, que no vamos a enunciar porque tiene unas hipdtesis técnicas. En la practica, cualquier
funcién razonable cumple el teorema de Fubini.

Como deciamos anteriormente, la integral fj f: f(z,y)dzdy es el volumen que la grafica de f(z,y)
deja sobre el rectangulo [a,b] x [b,c] (si |f] > 0 en ese rectdngulo). En general no haremos integrales
sobre rectangulos, sino sobre regiones R del plano (o de R?). En ese caso, se puede escribir

//R fx,y)dxdy.

De esta forma, cuando f(z,y) = 1, obtenemos:
/ / 1dxzdy = Volumen del sélido que tiene base R y altura 1 = Area de R.
R

A veces, las regiones estan descritas con funciones en las variables x o y:

e Sugongamos una regién R definida por las funciones fy(x) v fs(z), como por
ejemplo

fafx)

"fipo

Debemos entonces integrar primero en y para tener en cuenta todas las sec-
ciones verticales, es decir

b pfa(x)
// F=/ [ F(z,y)dydx
R a Jfi(x)
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e Sugongamos una regién R definida por las funciones ¢;(y) v ¢2(y), como por
ejemplo

V|- g2y}

Debemos entonces integrar primero en x para tener en cuenta todas las sec-
ciones horizontales, es decir

d  rg2(y)
//F=f f F(x,y)dz dy
R ¢ Jaly)

A veces puede ocurrir también que las dos estrategias anteriores no funcionen, y tengamos que separar
la region en trozos donde si funcionen las estrategias anteriores. Esto es lo mismo que ocurre con las
funciones definidas a trozos en una variable: hay que dividir la integral segtin los trozos y luego sumar
todos los resultados.

Por dltimo, como es evidente, se puede integrar en cuantas variables se quiera. Por ejemplo, se puede
integrar en 3 variables, y el proceso es exactamente igual al anterior. En particular, se tiene que para la
funcién f(x,y,z) =1y el sélido V,

/ / / ldxdydz = Volumen del sélido V.
v

De esta forma, si se sabe que un objeto tridimensional V tiene funcién de densidad p(z,y, z) que depende
del punto (z,y, z) donde se mida, se tiene que

/ / / pdxdydz = Masa del sélido V,
v

que intuitivamente se entiende como masa=densidad-volumen.
En cualquier nimero de variables, si la funcién a integrar f(z,y) es un producto de funciones g(z)h(y),
se puede ver facilmente que

/Cd /ab f(z,y)dedy = /Cd /abg(:c)h(y)dxdy = /Cd h(y)dy /ab g(z)dz.

Nota: Es comin que, cuando el contexto estd claro, se eviten varios simbolos de la integral. Por
ejemplo, si estd claro por el contexto que estamos en el plano, todas las siguientes notaciones pueden

aparecer en un libro: [ [, f(z,y)dzdy, [, f(z,y)dzdy, [, f.

Vamos a motivar la siguiente seccién dando un ejemplo, que es muy dificil de calcular sin un cambio
de variable.

Ejemplo 2. Calculemos el area del circulo de radio ¢ y centrado en el origen:
R= {2 +y*> < 1?}.

En primer lugar, para calcular un drea de una region sencillamente tenemos que calcular

A:// ldzdy.
R

R={-VI-a2<y<1-a2},
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de tal forma que queda como una de las regiones que escribiamos anteriormente:

Vi—z2
A= / / 1dydzx,
Vi—z?

donde también sabemos que x varfa en [—¢, ¢]. Hacemos la primera integral iterada:

Vi—z?
A= / / ldydx = / 2y 1 — z2dx.
Vi—z2 —£

Esta integral es complicada. Hay que saber que este tipo de integrales se resuelven con el cambio de
variable z = £sin(u), dx = £ cos(u)du,

/2

A= / 0% cos® (u)du.
37/2

Ademés hay que usar el truco de tomar cos?(u) = cos(2u)/2 + 1/2:

L, /2 gzcos(Qu) +€2} du = 02 sin(2u) n lu
37\'/2 2 2 4 2

u=7/2
= 7.
u=3m/2

La integral, que ya ha necesitado un cambio de variabe al llegar a la integracién en solo una variable,
serfa muchisimo més simple cambiando de variables en R? a coordenadas polares.

2. Cambio de variable

Por incontables razones (al menos dos: simplificar la integral y simplificar la regién de integracién),
es conveniente a veces hacer un cambio de variable, como ejemplificibamos antes. En analogia con el
caso de una variable, se tiene el siguiente resultado, que lo enunciamos para 2 variables pero vale para
cualquier niimero de variables.

Proposiciéon 1. Dada una funcién [+ R? = R integrable y una region R en R?, si ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v))
es un cambio de variable (u, (z,y) (es decir, una aplicacidn biectiva), entonces

//fuvdudv—//fxy|detD¢|

donde D¢ es la matriz diferencial y a la cual se tiene que hacer el valor absoluto del determinante.
Veamos el ejemplo anterior:
Ejemplo 3. Calculemos el area del circulo de radio £ y centrado en el origen:
R={2? +y*> < 1?}.

Podemos cambiar a coordenadas polares, que suelen funcionar mejor cuando tenemos cosas redondas o
aparecen senos y cosenos en la integral. Como

x =r cos(6)

y =rsin(6),

esto nos define una funcién de cambio de variable ¢(r,0) = (r cosd,rsin0) = (z,y). Como anteriormente,

calculamos
= / / ldxdy.
R

Como queremos cambiar de variables, tenemos que calcular la diferencial de ¢ y su determinante:

cos) —rsinf

det D¢ = sinf  rcosf

= r(cos? § + sin® ) = r.

Tendriamos que tomar también el valro absoluto, pero r ya toma valores positivos, asi que es igual a
su valro absoluto. Al hacer el cambio de variable, § varia en [0, 27| (para cubrir todos los dngulos del
circulo) y r varia en [0, £]. Queda

2 ¢ 2w 2 2 2
A:/ / rdrd@:/ T—\:iédaz/ ﬂd@—fm@ 2 g2,
0 0 0 2 0

Este calculo ha sido mucho maés sencillo.

Ahora damos los cambios tipicos de coordenadas.
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2.1. A polares

Como el cambio de variable estd definido por ¢(r,0) = (rcosf,rsind) = (x,y), su diferencial es

Do — (cos@ —rsin0> .

sinf rcosf

A su vez, |detD¢| = r, donde ya no aparece el valor absoluto porque r es siempre positivo. Asi:
/ f(z,y)dady = / f(rcos,rsinf)r drdf.
R R

2.2. A cilindricas

El cambio a cilindricas es como el de polares con, ademds, una z: ¢(r,0,2) = (rcosf,rsiné, z) =
(2,9, 2)
cosf@ —rsinf 0
D¢ = |sinf rcosf O
0 0 1

A su vez, |detD¢| = r, donde ya no aparece el valor absoluto porque r es siempre positivo. Asi:
/ flz,y, 2)dzdydz = / f(rcosf,rsinb, z)r drdfdz.
R R

2.3. A esféricas
Como el cambio de variable estd definido por ¢(r, ¢,0) = (r cos ¢sin @, rsin ¢ sin b, r cos0) = (z,y, 2),
su diferencial es
cos¢psind —rsingsinf rcos¢cosd
D¢ = | singsinf rcos¢sinf rsin¢gcosf
cos 0 —rsinf

A su vez, |detD¢| = r?sin 0, donde ya no aparece el valor absoluto porque r es siempre positivo. Asf:

/f(x,y,z)d:cdydz:/ f(rcos ¢sin @, rsin ¢sin 6,7 cos§)r?sin drded.
R R

Ejemplo 4. Esto nos permite calcular el volumen de una esfera de radio ¢,
V= / ldzdydz,
R

donde R se puede describir como {x? + y* + 22 < ¢2}. Es mucho m4s sencillo cambiar a coordenadas
esféricas, con las variables los valores r € [0,], ¢ € [0,27] y 6 = [0, 7]:

T 2w oL 27 4 T
V= / / / r?sin @ drdpdd = / d(b/ 2 dr/ sin @ df,
o Jo Jo 0 0 0

porque la funcién que nos queda es un producto de funciones en cada variable. Cuando se calcula esto
dltimo da

4
V= —03.
3
Nota: Existen unas coordenadas esféricas para las esferas de cualquier dimension, muy parecidas

a las que hemos visto nosotros para 3 dimensiones. Eso permite calcular el volumen de las bolas de n
dimensiones.

3. Repaso geométrico

En esta primera secciéon recordamos los conceptos geométricos bésicos. A partir de ellos podremos
definir nociones como la longitud y el trabajo de una fuerza.

103


https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Spherical_coordinates
https://en.wikipedia.org/wiki/Volume_of_an_n-ball
https://en.wikipedia.org/wiki/Volume_of_an_n-ball

UAM Curso 2024-2025

3.1. Operaciones con vectores

Las dos operaciones relevantes para el calculo multivariable son:

(1) La proyeccién de un vector sobre otro, en el plano o el espacio.

(2) Dados dos vectores en el espacio, construir un tercer vector ortogonal.

La primera operacién es el producto escalar y la segunda es el producto vectorial.

Producto escalar

Dados dos vectores v, w € R? de coordenadas v = (v1,v2), w = (wy,ws). La proyecciéon de w sobre v es
el vector de direccion v y moédulo
w - U= viwy + vowse € R.

En el caso de tener vectores en el espacio v = (v1,v9,v3),w = (wy, w2, w3) € R, la proyeccién de w
sobre v es el vector que tiene direcciéon v y médulo

w v = viwy + vows + vawsz € R.

En ambos casos, el nimero real w - v se conoce como el producto escalar de v y w.
Dos vectores v, w son ortogonales si w-v = 0.

Producto vectorial

Esta operacion es exclusiva de vectores en el espacio R3. Dados dos vector v, w € R3, el producto vectorial
de v y w es el vector ortogonal a v y w de médulo el area con signo del paralelogramo generado por v y w.

En coordenadas, v = (v1, va,v3), w = (w1, we, ws), el producto vectorial de v y w es

v wi Z
v X w = det Vg Wy ; = (U2w3 - Uswz) i+ (U3w1 - U1w3) “J+ (Ule - v2w1) k=
V3 W3 k

= (U2w3 — U3W2,V3W1 — VW3, V1W2 — U2w1)-

Notemos que v- (v X w) =0y w- (v x w) = 0.

3.2. Curvas

En una primera aproximacion, una curva es un objeto unidimensional. Es decir, un conjunto de puntos
de cierto espacio que cuando se recorre solo se tiene la libertad de moverse en una direccién, con dos
posibles sentidos. Un vehiculo desplazandose a lo largo de una calle de un solo carril estd restringido
a ir hacia delante o hacia atras: la calle puede curvarse pero sigue habiendo sélo una direccién. Un
funambulista al que no se le permita saltar esta obligado a moverse a lo largo de un objeto unidimensional,
el cable donde se apoya. La calle por la que se desplaza el vehiculo se dibuja mediante una curva en un
mapa de la ciudad correspondiente, es lo que denominaremos una curva plana. El cable del funambulista
vive dentro del 3-espacio y dibuja una curva en el espacio.

3.2.1. Curvas en el plano

Sea I C R un intervalo en la recta R de variable independiente ¢. Una curva en el plano R? de
variables (z,y) es la imagen de una aplicacién diferenciable

r: I CR— R  t—r(t) = (2(t),y(t)).
Se dice que la funcién r parametriza la curva.
Ejemplos: 1. Segmentos. Sea I = [0,1] y 7(t) = (¢,0). La curva imagen es el segmento en el plano R?

que une los puntos (0,0) y (1,0). Si I = [-1,0] y r(t) = (¢,t + 1). La curva es el segmento que une los
puntos (—1,0) y (0,1). En general es segmento que une los punto p,q € R? se puede parametrizar con
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rit)=t-q+(1—1t)-p,0<t<1.

2. Circunferencias. Sea I = [0,27] y r(t) = (cost,sint). La curva es la circumferencia de radio 1
centrada en el origen (0,0). Para describir la circumferencia de radio a centrada en el origen podemos
usar I = [0,27] y r(t) = (acost,asint).

3.Sea I =[0,7] y r(t) = (cost,sint). Entonces la curva es la parte de la circumferencia unidad centrada
en el origen contenida en el semiplano superior {(z,y) : y > 0}.

4. Elipses. Sea C' la elipse de semiejes a,b > 0:

2 2
C:{(x,y)€R2:a2+g;2:1}.

Una posible parametrizacion es r(t) = (acost,bsint), 0<t < 2.

La funcién r(t) suele interpretarse como la posicién de una particula moviéndose a lo largo del tiempo ¢.
Esto motiva la siguiente

Definicién 1. La velocidad de una curva r : I — R? es el vector 7/(t) = (2'(t),y'(t)).

Ejemplos: 1. Segmentos. Sea r(t) = (¢,0). La velocidad es r/(t) = (1,0). Si la posicién estd descrita
por la curva r(t) = (2 + t,tet), la velocidad es 7/(t) = (2t + 1,e! + te!). Para un segmento general
r(t)=t-q+ (1 —1t)-p la velocidad es constante igual a r'(t) = ¢ — p.

2. Circunferencias. En el caso de la circunferencia unidad r(t) = (cost,sint) la velocidad es r/(t) =
(—sint,cost). Si se tiene la circunferencia de radio a descrita por r(t) = (acost,asint), la velocidad es
r'(t) = (—asint,acost).

3. Elipses. Sea C la elipse parametrizada por
r(t) = (acost,bsint), 0<t < 2m.
La velocidad es 7/(t) = (—asint, bcost).

En ciertos casos es posible dar una curva C C R? con una ecuaciéon implicita, i.e. C = {(x,y) € R? :
f(z,y) = 0}. Esa caracterizacién serd de poco uso en los procesos de integracién pero es tutil para el
célculo de la recta tangente.

Ejemplos: 1. Rectas. Consideremos la recta | C R? con vector director v = (a,b). Supongamos 0 € .
Entonces una ecuacién implicita para la recta es f(z,y) = —bx +ay, es decir, I = {(z,y) : —bx+ay = 0}.

2. Circunferencias. Sea C C R? la circunferencia unidad centrada en el origen. Una ecuacién implicita
viene dada por f(z,y) = 2% +y? — 1

C={(zy):l(@?=1} ={(x,9) : 2* +y> =1} = {(x,y) 1 2* + 3> = 1 =0}

3.2.2. Curvas en el espacio

La nocién de curva sigue siendo la imagen de un intervalo I C R por una aplicacién continua r. Para
curvas planas la aplicacién es r : I — R2. Para una, curva en el espacio sélo tenemos que admitir que el
conjunto de llegada sea R3.

Una curva en el espacio R3 de variables (z,y, ) es la imagen de una aplicacién diferenciable
r: I CR— R tr—r(t) = (x(t),y(t), 2(1)).

Decimos que la funcién r parametriza la curva. La definicién es analoga al caso de curvas plana afiadiendo
una tercera componente z(t).

La nocién de velocidad es analogo que en el caso de curvas planas:
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Definicién 2. La velocidad de una curva r : I —s R? es el vector ' (t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)).
Siendo mds precisos, la velocidad de una curva parametrizada por r(t) = (x(t), y(¢), 2(t)) en el punto

r(to) es el vector v/ (tg) = (2'(to), y' (to), 2’ (to))-

Ejemplos: 1. Segmentos. Consideremos los puntos (1,0,2),(—3,2,4) € R3. El segmento que los une es
una curva C parametrizada por

0,1 — R r(t)=t-(—3,2,4) + (1 —t)-(1,0,2) = (—4t + 1,2t,2t +2), 0<t<1.

Observemos que efectivamente r(0) = (1,0,2) y (1) = (=3,2,4). En general dados dos puntos p, ¢ € R?
en el espacio, el segmento que los une se parametriza por

rt)=t-g+(1—-t)-p, 0<t<1.
La velocidad en esta parametrizacién es v/ (t) = (—4, 2, 2), luego es constante en ¢ y no depende del punto.

2. Circunferencias. En el espacio podemos considerar un circulo unidad C' contenido en el plano
{z = 3x — 2y}. Si asumimos que C proyecta en el plano (z,y) al circulo unidad centrado en el origen,
una parametrizacién posible de C' es

r:[0,27] — R3,  r(t) = (cost,sint,3cost — 2sint), 0 <t < 2m.

La velocidad en esta parametrizacién es r/(t) = (—sint, cost, —3sint — 2 cost).

3. Hélices. La imagen de la aplicacion
r:[0,27] — R®,  7(t) = (cost,sint,t)

es una hélice que crece linealmente en la direcciéon vertical desde altura 0 a altura 27. La velocidad de
una particula recorriendo la hélice con posiciones dadas por r(t) es r'(t) = (—sint,cost, 1).

3.3. Recta tangente a una curva

En esta seccién describimos métodos para obtener la recta tangente a una curva en un punto dado.

El procedimiento para curvas planas o espaciales es analogo, difiriendo s6lo en el ntimero de ecuaciones
implicitas que describen una recta. En el plano R? una recta viene dada por una ecuacién. En el espacio
R3 existen 3 pardmetros de libertad z, 3, z luego para obtener un espacio 1-dimensional — e.g. una recta —

requerimos de dos condiciones, i.e. dos ecuaciones. Describamos a continuacién el caso de curvas planas,
el caso de curvas espaciales es andlogo.

3.3.1. Curvas planas

Sea C una curva plana parametrizada por r : R — R? y p = r(tg) € C un punto dado. El vector
director de la recta tangente en el punto p es 7/(ty) € R2. Dado que tenemos el punto p = r(tg) y el
vector director r/(tg), podemos escribir la forma paramétrica para la recta tangente T,,C"

T,C={qeR*: q=r(t) + \(t), para algin \ € R}.

Las coordenadas de un punto ¢ son (x,y). Teniendo en cuenta que r(tg) = (x(to),y(to)) v ' (to) =
(2'(t0), ¥y (to)) podemos escribir las ecuaciones implicitas en (x,y) para la recta:

(,y) = g = r(to) + X' (to) = (z(to) + Az’ (o), y(to) + Ay’ (to)) <=

= x = x(ty) + A'(to), vy =y(to) + Ny (to)
z—x(to) _ _ y—ylt)
' (to) y'(to)
= (¢ (to) /2 (to)) x + (=" (to) /¥ (t0)) y = 2(to)y' (to) — y(to)2(to)

Las ultimas igualdades son ciertas siempre que z'(to),y (to) # 0.
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Existe un método mds directo para calcular la recta tangente en el punto p = r(tg). Recordemos que
para hallar la ecuacién implicita de una recta en el plano con vector director v = (a, b) basta encontrar
un vector w perpendicular a v, hacer el producto escalar w - (z,y) e igualar a una constante adecuada.
En el plano podemos tomar w = (—b, a). Deducimos entonces el siguiente:

Método: Recta tangente a una curva plana parametrizada en un punto
Ingredientes: Curva plana C' C R? descrita por r(t) = (z(t), y(t)), punto p = r(ty) € C.
Resultado: La ecuaciéon implicita de la recta 7,,C tangente a C' en p.

Procedimiento: 1. Calcular 7' (t) = (2'(t),y'(t)) y sustituir ¢ = to. Obtenemos 7’(to).

2. Considerar el vector w = (—y'(t9), 2’ (to))-

3. Calcular el producto escalar: w - (z,y).

4. Calcular la constante D = w - r(to).

La ecuacién implicita de la recta T,C es {w - (z,y) = D}.

Ejemplos: 1. Segmentos. Sea C C R? una recta conteniendo al origen y p € C un punto cualquiera.
Entonces T,,C' es precisamente C'. Esto se comprueba usando una parametrizacién r(t) = (¢, mt + n) de
C. En particular la recta tangente a cualquier punto de un segmento uniendo dos puntos p, q € R? es la
tnica recta conteniendo al punto con vector director g — p.

2. Circunferencias. Sea C' la circunferencia unidada centrada en (0,0) € R? y consideramos el punto
p = (0,1) € C. Una parametrizacién es r(t) = (cost,sint), 0 < t < 27, y el punto corresponde a
p=1(0,1) = r(xw/2), i.e. t¢ = /2. La direccién de la recta tangente es r'(t) = (—sint, cost). En el punto
p=r(m/2) esto es r'(7/2) = (—1,0). El vector w y la constante D son

w = (Oa_1)7 D= (0,—1)7“(71'/2)) = (07_1)(071) =—-L
Luego la ecuacién de la recta tangente a C en p = (0,1) es {y = 1}.

Sea C una curva expresada en forma implicita: C = {(z,y) : f(z,y) = 0}. La recta tangente se puede
calcular con el siguiente procedimiento:

Método: Recta tangente a una curva plana implicita en un punto
Ingredientes: Curva plana C' C R? descrita por {f(x,y) = 0}, punto p = (x9,%0) € C.
Resultado: La ecuacién implicita de la recta 7,,C tangente a C' en p.

Procedimiento: 1. Calcular 0, f y 0y f. Sustituir (zo,yo): Oz f (20, y0) ¥ Oy f(x0,Y0)-

2. Calcular la constante ¢ = 0, f(20,%0) - o + 0y f (20, Y0) - Yo-

La ecuacién implicita de la recta T,,C' es {05 f(xo, yo) - o + Oy f (20, yo) - Yo = ¢}

Ejemplos: 1. Rectas. Sea | = {(z,y) : y = 3x + 2} una recta. La geometria indica que la recta tan-
gente a una recta deberfa ser la misma recta. Hallemos la ecuacién de la recta tangente en el punto
(z0,y0) = (0,2). La ecuacién implicita viene dada por f(z,y) = 3z + 2 — y. Tenemos 9,f = 3 y
Oy f = —1. Sustituir (0,2) no tiene efecto porque las derivadas parciales son constantes. La constante es
¢=3-0+2-—1 = —2. La recta tangente tiene ecuacién {3z —y = —2}, es decir, {y = 3x+2}. Concluimos
que la recta tangente coincide con [. Esto sucede para la recta tangente a una recta en un punto arbitrario.
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2. Circunferencias. Sea C' la circunferencia unidada centrada en (0,0) € R? y consideramos el punto
p = (20,90) = (0,1) € C. Una ecuacién implicita es {z? + y* — 1 = 0}. Tenemos 9, f = 2z, 0, f = 2y.
Luego 9, f(0,1) =0y 0, f(0,1) = 2. La constante es ¢ = 0-0+2-1 = 2. La ecuacién de la recta tangente
a C en el punto p = (0,1) es {2y = 2}, i.e. {y =1}.

3.4. Campos y Fuerzas

Las campos vectoriales permiten una formalizacién rigurosa de nociones fisicas como la fuerza o la
velocidad. Una particula pesada en el espacio crea un campo gravitatorio, e.g. el sol es una estrella de
2-10%% kg que mantiene los planetas del sistema solar orbitando a su alrededor. Dos puntos distintos del
sistema solar sienten la atraccién gravitatoria en distintas direcciones y magnitudes. Un punto cercano
al sol, por ejemplo una hormiga en la superficie de Venus siente una atraccién hacia el sol mayor que
la atraccién que siente la misma hormiga en la superficie terrestre'. La direccién del campo gravitato-
rio también es distinta. En los dias 21 de Marzo y 23 de Septiembre la Tierra se halla en dos puntos
antipodales respecto al Sol: si trazamos la recta desde la posicién de la Tierra en un 21 de Marzo a la
posicién de la Tierra en un 23 de Septiembre, el Sol se encuentra en el punto medio, aproximadamente
a 15-10"km de la Tierra. La fuerza que siente la Tierra con respecto el Sol en estos dos dias es una
atraccion hacia el Sol, en particular las direcciones de la fuerza en estos dos puntos son opuestas.

La ubicuidad de los campos y fuerzas en disciplinas cientificas es visible: el modelo del atomo de Bohr
requiere de estos campos, la mecanica cuantica en general, la distribucién de las moléculas —e.g. la
geometria de los fulleneros — o la mecédnica celeste. A continuacion sentamos las bases matemaéaticas para
poder operar con estas nociones.

3.4.1. Campos vectoriales en R?

Sean (z,y) € R? las coordenadas cartesianas del plano. Un campo vectorial en el plano R? es la asignacién
de un vector F(z,y) en cada punto (z,y) € R2. Equivalentemente, es una aplicacién F : R? — R2. Los
vectores en el plano tienen dos componentes, denotemos F(x,y) = (P(z,y), Q(z,y)). Es decir, P(z,y)
es la primera coordenada del vector F(z,y) y Q(z,y) la segunda. Es habitual encontrar las siguientes
notaciones:

F(z,y) = P(z,y) i+ Q(z,y) - j, F(x,y) = P(z,y)dz+ Q(z,y)dy.
Ejemplos: 1. El campo F(x,y) = (x,0) asigna un vector horizontal a todo punto (z,y) salvo a lo largo
del eje OY = {(x,y) : « = 0}, donde asigna el vector nulo. El campo F(z,y) = (0, —y) asigna un vector
vertical a todo punto (z,y) de médulo |y|. El campo constante F(x,y) = (0,—9,81) es una primera
aproximaciéon al campo gravitatorio para sistemas fisicos cercanos a la superficie terrestre.

2. El campo F(z,y) = (x,y) es el campo radial: en el origen es nulo y es transverso a lo largo de las
circunferencias centradas en el origen.

3. El campo F(z,y) = (—y, z) es un campo nulo en el origen y tangente a las circunferencias centradas
en el origen.

Podemos restringir campos vectoriales en el plano a lo largo de una curva C. En la subsecciéon 3.2.1
se ha descrito como expresar una curva C' como imagen de una funcién r : [a,b] — R2. El punto
r(t) = (z(t),y(t)) € R? es un vector de dos componentes, cada una dependiendo exclusivamente de
la variable t € [a,b]. Asi pues, un punto del plano (z,y) € R? que esté en la curva C es de la forma
(z,y) = (z(t),y(t)). Esto es, existe un valor de t de modo que r(t) = (z,y).

Definicién 3. La restriccién del campo vectorial F(z,y) a la curva C C R? es la funcién
Flc :R—R? t+—— F(r(t)) = F(z(t),y(t)).

FEjemplos: 1. Sea C' la circunferencia unidad descrita por r(t) = (cost,sint), 0 < ¢t < 2x. Tenemos
x(t) = cost, y(t) = sint. La restriccién del campo vectorial

F(z,y) = (2° +¢¥,3y* — ay)

1Las masas de Venus y la Tierra son parecidas y consideramos la atraccién de la hormiga hacia cada uno de los dos
planetas la misma. Luego la magnitud de la atraccién hacia el Sol sélo depende de la distancia a éste.
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a la curva C es la funcién vectorial de una variable
F(r(t)) = ((cost)® + e*™* 3(sint)* — costsint).

2. Sea F(z,y) = (y — Inz,2y” + tanx) y C el segmento 7(t) = (¢,3t +2) con —1 < t < 1. Por definicién
x(t) =t, y(t) = 3t + 2. La restriccién de F' al segmento es

F(xz(t),y(t)) = (3t +2 — Int, t(3t + 2)7 + tant).

3.4.2. Campos vectoriales en R?

Las nociones desarrolladas en esta seccidon generalizan al espacio la secciéon 3.4.1. La nocién de campo
vectorial generaliza la nocién de funcién. Una funcién definida en el espacio R? es una asignacién de un
valor f(p) a cada punto p € R3:

R —R, p+— f(p).

Un campo vectorial F' asigna un objeto a cada punto p € R3, a diferencia de una funcién este objeto no
es un valor real, es un vector F(p) € R?:

Definicién 4. Un campo vectorial F en el espacio R? es una aplicacién diferenciable
F:R— R, p— F(p) = (Fi(p), F2(p), F3(p)).

Ejemplos: 1. El campo F(z,y, 2) = (—y, x, 2%). En general, dadas tres funciones diferenciables Fy, Fy, F3 :
R3 — R podemos construir el campo vectorial F = (Fy, Fy, F3).

2. Campo gravitatorios. Un campo gravitatorio es un campo vectorial F' definido en un punto p € R3
como la fuerza gravitacional ejercida en una masa unidad en el punto p. Sea G la constante gravitatoria,
G ~ 6,674 - 10X Nm?/kg? y consideramos un objeto de masa mg localizado en el origen (0,0,0) € R3.
El campo gravitatorio creado por la masa mg en el origen es

x Yy z
F ) =-G ’ ’ ’
(2,y,2) m0<x2+y2+22 22+ y? + 22 w2+y2+22)

Escribiendo r = (x,y, z) para el vector posicién, este se suele expresar como

7GTR0
r[?

Dos objetos de masas mg y my en el espacio crean un campo gravitatorio. Por el principio de superpo-
sicion, éste es justamente la suma de los campos gravitatorios creados por cada objetos.

3. Un campo F : R® — R3 es uniforme si el vector asignado F(p) es independiente del punto p. Equi-
valentemente, las componentes Fi, F> y F3 son funciones constantes. Cerca de la superficie de la tierra,
el campo gravitatorio se suele aproximar por el campo uniforme F(z,y, z) = (0,0, —9,81).

4. Consideremos un objeto con carga eléctrica g en el origen (0,0,0) € R3. Este crea un campo eléctrico.
Sea €( la permitividad del vacio. Entonces el campo eléctrico creado por el objeto es

q
F(l’,y,Z):F(T):W'T.

3.5. Superficies

Una superficie es un objeto bidimensional. Esto es, un conjunto de puntos que es posible recorrer
usando moviemientos en dos direcciones. Las superficie se suelen ver en el 3—espacio. Si ignoramos el
grosor, una hoja de papel, la hoja de un arbol o un mantel son ejemplos de superficies. Existen dos
maneras de dar una superficie en el 3—espacio: mediante una parametrizacién o una ecuacién.
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3.5.1. Parametrizacion de una superficie

Una superficie parametrizada es la imagen de un subconjunto del plano via una aplicacién diferen-
ciable al 3—espacio. Siendo precisos:

Una superficie en el espacio R? de variables (x,y, z) es la imagen de una aplicacién diferenciable
r:QCR?— Rt r(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € Q.
La funcién r parametriza la superficie.
Ejemplos: 1. Planos. Sea © = R? y consideramos la parametrizacién
r(u,v) = (u,v,2), (u,v) € R2
La imagen de la aplicaciéon 7 es un 2-plano 7 en R3. De hecho 7 = {z = 2}. Si consideramos
r(u,v) = (u,v,3u — 20+ 1), (u,v) € R?,
también obtenemos un 2-plano en R3, distinto de .

2. Discos. Sea Q = D? = {(z,y) € R? : 2% + 42 < 1} € R? un disco en el plano. La imagen de 2 por la
parametrizacién r(u,v) = (u,v,0) es un disco contenido en el plano {z = 0}. En este caso la superficie
no esta curvada. Si en cambio consideramos la parametrizacién

s(u,v) = (u,v,vV/ 1 —u2—0?2), (u,v) €N

la imagen es la hemisferio norte de la esfera unidad centrada en el origen 0 € R3. Esta superficie estd
curvada.

3. Esferas. Sea Q2 = [0,27] x [0, 7] C R2. La imagen de € por la parametrizacién
r(u,v) = (cosusinv, sinusinv,cosv), (u,v) € [0,27] x [0, 7].

estd contenida en la esfera unidad S? = {(x,y,2) € R® : 22 + 32 + 22 = 1}. Debido al hecho que existen
eleccion de (u,v) de modo que todo punto de S? es de la forma r(u,v), la imagen es S?. Nétese que esta
parametrizacién no es mas que la expresién en coordenadas polares con la restriccién del radio {r = 1}.
3.5.2. Ecuacién implicita de una superficie

Es posible dar ciertas superficies S mediante una ecuacién en el 3-espacio R?® de variables (z,y, 2).
Esto es S = {(z,y,2) € R®: f(z,y, 2) = 0}. Se dice que la superficie S viene dada en forma implicita.

Ejemplos: 1. Planos. Cualquier 2-plano 7 en R3 se expresa como 7 = {az + by + cz = d}.

2. Esfera. La 2-esfera de radio p centrada en el origen 0 € R? de forma implicita es
S2={(z,y,2) e R® : x> +y* + 2° = p}.
Esta ecuacién implicita estd en coordenadas cartesianas. Si usamos coordenadas polares (r,p,0) €
(0,00) x [0,27] x [0, 7] la ecuacién implicita es {r = p}.
3.5.3. Vector Normal a una superficie parametrizada
Sea S una superficie parametrizada por r : @ C R? — R3. Describamos la construccién de un vector

normal a S en un punto cualquiera p = r(u,v), (u,v) € Q.

En la seccién 3.1 se explica como obtener un vector ortogonal v x w a dos vectores v,w € R? dados.
Apliquemos esto en el punto de nuestra superficie. Un vector normal al punto p = r(u,v) € S es por
definicién un vector ortogonal a todos los vectores del plano tangente 7,,S. El plano T,,S es un espacio
lineal dos dimensional y todo vector de éste puede expresarse como suma de multiplos de dos vectores
e1, ez fijados tal que e; X ex # 0. Es decir, si e1,e2 € T),S con e; x ea # 0 entonces para todo vector

110



UAM Curso 2024-2025

v € T},S existen unos tnicos valores «, 5 € R de modo que v = ae; + fes.

Para producir los vectores ey, e2 € T},S necesitamos dos vectores tangentes a .S en el punto p. Supongamos
que la superficie S viene descrita por una parametrizacién regular r : 8 C R? — R2. Por definicién,
Our, Our € T,S. Asi pues, es natural elegir e; = 0,7 y ea = 0,7. En este caso producimos el vector
normal

n(u, v) 1= Oyr X Oy

En el cdlculo del vector normal en un punto particular py = r(ug, vo):
n(ug, vo) = Our(uo, vo) X Oyr(ug,vo),

donde hemos sustituido los valores (ug,vg) antes de hacer el producto vectorial.

Ejemplos: 1. Sea S el trozo de paraboloide descrito por
r(u,v) = (u,v,u* +v?) €8, (u,v) €[0,1] x [0,1].

Calculemos un vector normal en el punto p = (0,0,0) = r(0,0) € S.
Elegimos los vectores tangentes

Our = (17 0, 2u)‘(u,v)=(0,0) = (13 0, 0)7 Opr = (17 0, 2”)|(u,v)=(0,0) = (Oa 1, 0)
Entonces un vector normal es n = (1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1).
2. Sea S C R? la esfera de radio p centrada en el origen (0,0,0) € R?. Calculemos el vector normal en
un punto arbitrario p = (x,y,2) € S. Notemos que la geometria de la esfera nos permite deducir que
el resultado debe ser un vector en la misma direccién que el vector posicién (z,y,z) del punto p. En
particular en el punto p = (p,0,0) € S el vector normal debe proporcional a n = (1,0, 0).
En primer lugar parametrizamos la esfera usando coordenadas esféricas:

r(u,v) = (x,y,2) = (pcosusinv, psinusinv, pcosv), (u,v) € [0,27] x (0, 7).

Técnicamente deberfamos escribir v € [0, 7], pero la parametrizacién en coordenadas esféricas no es
regular en los polos norte y sur. Esto permite calcular el vector normal en todo punto de la esfera
distinto de estos dos. Consideremos los dos vectores tangentes

Oyr = (—psinusinv, pcosusinv,0), 0,7 = (pcosucosv, psinucosv, —psinv).
El vector normal es n = 9,1 X Oy,
n = (—p? cosusin® v, —p? sinusin® v, —p® cosvsinv) = —p?sinv - (z,y, 2).
En efecto, n es un miultiplo no nulo de (z,y, z). En particular si (u,v) = (0,7/2) obtenemos el punto
p=r(0,7/2) = (1,0,0) y el vector normal es (—p?,0,0).
3.5.4. Plano tangente a una superficie

La informacién de la secciéon anterior nos permite desarrollar un método para el calculo del plano
tangente a una superficie parametrizada en un punto:

Método: Plano tangente a una superficie parametrizada en un punto
Ingredientes: Superficie S descrita por r(u,v), (u,v) € , punto p = r(ug,vg) € S.
Resultado: La ecuaciéon implicita del plano 7,,S tangente a S en p.

Procedimiento: 1. Calcular un vector normal en p: n = 9,7 (ug, Vo) X 0y (ug, Vo).
2. Calcular el producto escalar: n - (z,y, 2).

3. Calcular la constante D = n - r(ug, vg).

La ecuacién implicita del plano T,,S es {n - (z,y, z) = D}.
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Ejemplos: 1. Sea S el trozo de paraboloide descrito por
r(u,v) = (u,v,u* +v?) €8, (u,v) €[0,1] x [0,1].

Calculemos el plano tangente en el punto p = (0,0,0) = r(0,0) € S.
Un vector normal es n = (1,0,0) x (0,1,0) = (0,0, 1). La constante es

D= (any 1) : T(O7O) = (0,0,0) ' (0707 1) =0.
Luego la ecuacién es (0,0,1) - (z,y,2) =0, i.e. {z =0}.
2. Esfera. Sea S C R? la esfera de radio p centrada en el origen (0,0,0) € R3. Calculemos el plano
tangente en el punto p = (p,0,0) € S. Usemos la parametrizacion con coordenadas esféricas, entonces
p=(p,0,0) =7r(0,7/2). Un vector normal es n = (—p,0,0). La constante es
D = (_p707 0) ' T(Oaﬂ/2) = _p2
Asf pues, el plano tangente 7,5 es n - (z,y, 2) = —p?, i.e. {x = p}.

3. Sea S un plano conteniendo el origen y p € S arbitrario. El plano tangente 7,5 es S.

En caso que la superficie venga dada en forma implicita también podemos usar el siguiente:

Método: Plano tangente a una superficie implicita en un punto

Ingredientes: Superficie S C R? descrita por {f(z,y, z) = 0}, punto p = (29, vo, 20) € C.
Resultado: La ecuaciéon implicita del plano 7, S tangente a S en p.

Procedimiento: 1. Calcular 0, f, 0y f y 0. f. Sustituir (zo, Yo, 20).

2. Calcular la constante ¢ = 0, f (20, Y0, 20) - o + Oy f (0, Yo, 20) - Yo + 0= f(x0, Yo, 20) - Zo-

Ecuacién implicita de T,S: {0, f(zo, Yo, 20) - To + Oy f(z0, Yo, 20) - Yo + 0= f(z0, Yo, 20) - 20 = c}.

1. Esfera. Sea S C R3 la esfera de radio p centrada en el origen (0,0,0) € R3. Una ecuacién implicita es
Sz ={(z,y,2) : 2® + 4 + 2° = p*}.
Calculemos el plano tangente en el punto p = (p,0,0) € S. Tenemos f(z,y, z) = 22+ y? + 2% — p?, luego:
O f =22, Oyf =2y,0.f =2z
En el punto p = (p,0,0) obtenemos
0:f(p,0,0) =2p, 0y,f(p,0,0) =0,0.f(p,0,0) =0.

Calculamos la constante ¢ = 2p - p. Asi pues la ecuacién del plano tangente TpSz es

T,S = {2px = 2p°} = {x = p}.

4. Integracion

Las nociones béasicas de geometria en el plano y el espacio han sido introducidas en la primera parte.
En esta segunda parte definiremos operaciones sobre estos objetos. Estas operaciones nos permitiran
calcular magnitudes como la longitud de una curva o el area de una superficie. A su vez, la integracion
da un fundamento riguroso a la nocién del trabajo de una fuerza a lo largo de una curva o el flujo de un
campo a través de una superficie.
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4.1. Intregales en curvas

En esta seccion se define la longitud y la integral de una funcién vectorial a lo largo de una curva. La
denominacién integral de linea proviene del hecho que las curvas son objetos uno dimensionales.
4.1.1. Longitud de una curva plana

Sea C' C R? una curva parametrizada por r : [a,b] — R2. En fisica la variable ¢ € [a,b] suele
interpretarse como el tiempo y 7(tg) € R? es la posicién de una particula en el plano a tiempo to.
Teniendo en cuenta que la velocidad v(tg) de la particula a tiempo tg es la variacién de la posicién en
el instance tg, tenemos v(tg) = r’(tp). La longitud del camino recorrido por una particula en el intervalo
temporal [a, b] es la suma de las longitudes infinitesimales. La variacion de la longitud equivale al producto
de la variacién de velocidad por variaciéon del tiempo. Luego para obtener la longitud L debemos sumar

|r'(t)] - dt a lo largo de t € [a, b], esto es
b
L= / |7 (t)|dt.

Definicién 5. Sea C una curva plana descrita por r : [a,b] — R?. La longitud L(C) de la curva plana
C es

b
L(C) = / I (8)|dt.

Es sencillo comprobar que para otra parametrizacién s : [¢,d] con la misma curva imagen C se tiene

/Cds’(t)dt:/ab I (1) |dt.

Luego la cantidad L(C) es independiente de la parametrizaciéon y sélo depende de C.

Ejemplo: 1. Longitud de Segmentos. Sean p,q € R? dos puntos en el plano y r(t) =t-q+ (1 —1t) - p,
0 <t <1 una parametrizacion del segmento C' que les une. La longitud deberia ser el médulo del vector
q — p. En efecto,

1 1 1
L(C)=/O \T’(t)ldt:/o \q—p\dt=lq—pl/0 dt =|q —p|.

2. Longitud de la circunferencia de radio p. Sea C C R? la circunferencia de radio p centrada en el
origen (0,0). Una posible parametrizacién es

r(t) = (pcost, psint), 0<t<2m.

La longitud de esta circunferencia es entonces

27 27 27
L(C):/O |r’(t)|dt:/0 |(—psint,pcost)|dt:/0 pdt = 27p.

3. Longitud de Elipses. Sea C' C R? la elipse de semiejes a,b > 0 centrada en el origen con la
parametrizacion
r(t) = (acost,bsint), 0<t < 2.

Luego la longitud de esta elipse es

2 27 27
L(C) = / |7 (t)|dt = / |(—asint,bcost)|dt = Va2 sin? t + b2 cos? tdt =
0 0 0

27 /2
\/a2 sin? t + b2 cos? tdt = 4a/ V1 — ecos? tdt
0

donde € = /1 — b?/a? es la excentricidad de la elipse. La integral de la funcién v/1 — e cos? t no puede
expresarse en términos de funciones elementales. La longitud de una elipse es una cantidad dificil de
calcular.

/2
:4/ |(—asint, bcost)|dt =
0 0
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4.1.2. Integral de linea en el plano

La nocién geométrica de la integral es la suma infinitesimal de valores. La integral de linea de un campo
vectorial a lo largo de una curva es la suma infinitesimal de un valor en cada punto de la curva. Sea
F :R? — R? un campo vectorial y C' una curva descrita por 7 : [a, b] — R2.

En un punto de la curva r(t) = (x(t),y(t)) € C, el campo vectorial F asigna el vector F(r(t)) =
F(z(t),y(t)). Dado que debemos obtener un valor, i.e. un ntimero, uno podria pensar que debemos
considerar el médulo ||F(r(t))||- No es asi. El valor que debemos considerar es el médulo del campo
F proyectado a la curva C'. Describamos la proyeccién a una curva:

Definicién 6. Sea C una curva descrita por r : [a,b] — R2, r(t) = (2(t),y(t)). Sea v € R? un vector
apoyado en el punto r(tg) € R?, la proyeccién de v a la curva C' es el producto escalar v - '(g).

En particular, la proyeccién del campo vectorial F(x,y) a lo largo de C es F(r(t)) - r'(t).

Método: Calculo de la proyeccién de un campo vectorial a una curva

Ingredientes: Campo vectorial F'(z,y) en el plano, curva C descrita por r(t) = (z(t), y(t)).

curva C.
Procedimiento: 1. Sustituir x e y en F(x,y) por x(t) e y(t). Obtenemos F(r(t)).
2. Calculamos la velocidad de la curva: r'(t) = (2/(¢),y'(¢)).

3. Calcular el producto escalar: F(r(t)) - r'(¢).

El resultado es este producto escalar f(t) := F(r(t)) - r'(¢).

Resultado: Una funcién f(t) de una variable ¢ calculando la magnitud del campo F' en la direccién de la

Ejemplo: Calculemos la restriccién del campo F(z,y) = (y* + vy, 2xy — e?¥) a lo largo de la circunferencia
C' descrita por r(t) = (cost,sint). Es decir, z(t) = cost, y(f) = sint. Segin el procedimiento descrito
tenemos:

1. Sustituimos z e y por z(t) = cost, y(t) = sint en F(x,y):
F(r(t)) = ((sint)® +sint, 2costsint — e?5n?),
2. La velocidad de la curva es r/(t) = (2/(t),y'(t)) = (—sint, cost).
3. El producto escalar del campo con la velocidad es
F(r(t))-r'(t) = ((sint)® + sint,2costsint — e*5"") . (—sint, cost) =

= —sint- ((sint)? +sint) + cost - (2costsint — e2517),

La integral de linea del campo F' a lo largo de C es la integral de la funcién de una variable
F(r(t)) - r'(t). Siendo precisos:

Definicién 7. Sea F : R? — R? un campo vectorial y C' C R? una curva descrita por r(t) con a < t < b.
La integral de linea de F' a lo largo de C es

/CF cdl = /abF(r(t)) (b dt

Ejemplo: 1. Calculemos la integral de linea del campo vectorial F(x,y) = (y,2?) en la curva C' dada por
r(t) = (4 —t,4t —t?) con 0 < t < 3. Segtin la descripcién de la curva C: x(t) = 4 — t, y(t) = 4t — 2.
Luego

F(r(t)) = (4t —t2,(4 —t)?), +'(t)=(=1,4=2t), F(r(t))-r'(t) =1t> — 4t + (4 — 2t)(4 — t)?
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La integral de linea de F' a lo largo de C es

3 69
/F-dl:/ 12— At + (4 —2t)(4 — t)%dt = —
C 0 2

2. Calculemos la integral de linea del campo vectorial F(z,y) = (2% — 222, 2 — y/2) al movernos en la
curva C descrita por 7(t) = (,t2) con —1 <t < 2. En este caso r(t) = (z(t),y(t)) = (¢,t?) y tenemos
F(r(t)) = (=22t —12/2), '(t) = (1,2t) = F(r(t))-r'(t) =t =2t + 26> — 1> = 0

Luego la integral de linea de F a lo largo de C es

2
/F-dl:/ 0dt=0
c -1

En general si el campo F(r(¢)) es perpendicular al vector tangente r/(t), i.e. F(r(t))-7'(t) = 0, la integral
es cero.

4.1.3. Teorema de Green

En esta seccién establecemos el Teorema de Green. Este resultado aplica sélo a integrales de linea a lo
largo de una curva plana cerrada. Sea F un campo vectorial en el plano R2. Tal y como describimos
en la seccién 3.4.1 expresamos este campo como

F(z,y) = (P(x,y),Q(z,y)) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy

Sea C' C R? una curva plana cerrada y orientada. Esta curva es 1-dimensional y la integral de linea de
F a lo largo de C es equivalente al calculo de una integral en 1 variable. Consideremos el dominio €2
definido como la componente conexa acotada de las dos componentes en las que C separa el plano R2.
La frontera de Q es C, i.e. 9Q = C.

El resultado siguiente permite calcular la integral de linea a lo largo de C' como una integral en dos
variables:

Teorema 4.1. (Teorema de Green) Sea Q una dominio en el plano con frontera una curva connexa
orientada cerrada C. Dado un campo vectorial F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)),

/CF~dl://Q(6$Q73yP) dzdy

Observacion: Para aplicar el teorema no es necesario tener la curva C descrita por r(t). Sélo es necesario
describir el dominio interior (2.

Ejemplos: 1. Circunferencias. Sea C' la circunferencia de radio p centrada en el origen. El dominio 2
es el disco de radio p centrado en el origen: Q = {(r,0) : r = p} = {(z,y) : 2% + y? = p?}. Consideramos
F(x,y) = (P(z,y),Q(x,y)) = (y* + y + €%, 22y — e*¥ + tany). La integral de linea de F a lo largo de C

es
/ F.dl = // Q2 — Pydzdy = // —1-dxdy = —Area(Q) = —mp?.
c Q Q

2. Sea C' C R? el tridngulo de vértices (—1,0), (1,0),(0,1) y F(z,y) = (e¥, —sin(rx). El dominio ) es el
interior del tridngulo, cuyos limites de integracién se pueden tomar como 0 <y <lyy—1<z<1—y.
Via el teorema de Green, la integral de linea de F' a lo largo de C' se puede calcular integrando @, — P,
en el interior del tridngulo:

= /Q(Qx —P,)-dedy = /01 /yl_y(—ﬂ cos(mz) — e¥) - dady = —2(e — 2) — ~.

—1 ™

3. Sea C' C R? una curva plana cerrada cualquiera y F' = (P, Q) una fuerza con Q, = P,. Entonces

/ F-dl =0.
c
Instancias de este hecho son las fuerzas

F(z,y) = (2,0), F(z,y) = (0,y), F(z,y) = (z,y9) y F(z,y) = (y,2).
Ver Ejercicio 7 de T2.2.6.
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4.1.4. Longitud de una curva en el espacio

El concepto de longitud para una curva en el espacio coincide con el de longitud de una curva plana.
La tinica variacién es que la imagen de 7(t) estd contenida en R3:

Definicién 8. Sea C' C R?® una curva espacial descrita por r : [a,b] — R3. La longitud L(C) de la
curva plana C' es

b
L(C) = / I (1) dt.

Dada otra parametrizacién s : [c,d] con la misma curva imagen C se tiene

/ 0l = / 1)t

y la longitud L(C) es independiente de la parametrizacién.

Ejemplo: 1. Longitud de Segmentos. Sean p, ¢ € R? dos puntos en el espacio y r(t) =t-q+ (1 —1t)-p,
0 <t <1 una parametrizacién del segmento C' que les une. La longitud es el médulo del vector ¢ — p:

1 1 1
L(C):/O \T’(@Idi:/O \qu\dtZI(prl/o dt = |q —pl.

2. Longitud de una hélice. Sea C' C R? la hélice descrita por
r:[0,27] — R3, () = (cost,sint,t).

La velocidad es 7/(t) = (—sint, cost, 1). Luego la longitud es

2

27
(\/sin2t+cos2t+ 12) dt = V2dt = 2v/2r.
0

27
L(C) = /0 |[(—sint,cost, 1)||dt = /0

4.1.5. Integral de linea en el espacio

Esta nocién es el andlogo 3—dimensional de 4.1.2. La integral de linea de un campo vectorial F' en una
curva es la suma infinitesimal de un valor asociada a F' en cada punto de la curva. Sea F : R3 — R3
un campo vectorial y C' una curva descrita por r : [a,b] — R3.

En un punto de la curva r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € C, el campo vectorial F' asigna el vector F(r(t)) =
F(x(t),y(t), z(t)). El valor que se integra a lo largo de la curva es el médulo del campo F proyectado
a la curva C. Recordemos que la proyeccién del campo vectorial F(x,y, z) alo largo de C es F(r(t))-r'(t).

La integral de linea del campo F en C es la integral de la funcién de una variable F(r(t)) - r'(t) con
a<t<hb.

Definicién 9. Sea F': R? — R3 un campo vectorial y C' C R? una curva descrita por r(t) cona < t < b.
La integral de linea de F' a lo largo de C es

b
/ F.dl:= / F(r(t)) - (t)dt
C a
Noétese que la definicién es idéntica al caso 2-dimensional establecido en la seccién 4.1.2.

4.2. Integrales de Superficie

Esta seccién introducimos la integracion de una funcién escalar a lo largo de una superficie. En el
caso particular que la funcién escalar es constante igual a 1 obtendremos el drea de una superficie.
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4.2.1. Area de una superficie

La magnitud ||v x w]|| del producto vectorial de dos vectores v,w € R? es el area del paralelogramo
generado por v,w en el plano (v,w). Sea S una superficie parametrizada por r : Q C R? — R3. El
area de la superficie S se puede entender como la suma infinitesimal de las dreas infinitesimales de los
paralelogramos generados por 0,7 v 0,7 en el plano tangente a cada punto p € S.

Definicién 10. Sea S una superficie descrita por r : @ — R3. El area A(S) de la superficie S es

A(S) = // |Our X Oyr|dudv.
Q

Ejemplos: 1. Esferas. Sea Q = [0, 27] x [0, 7] C R2. La imagen de ) por la parametrizacién
r(u,v) = (pcosusinv, psinusinv, pcosv), (u,v) € [0, 2x] x [0, 7].

es la esfera SIQ) = {(z,y,2) € R®: 22 + y? + 2% = 1} de radio p centrada en el origen. Tal y como se ha
calculado anteriormente el vector normal es

n = (—p? cosusin® v, —p? sinusin® v, —p? cosvsinv) = —p?sinv - (z,y, 2).

El area de Si es la integral del médulo del vector normal a lo largo de S:

2 T
A«9>::/ygunududv::j€ Jﬁ | P sino- |dudy

2 ™ ™
p2/ / |sinv| - dudv = 27rp2/ |sinv|dv = 4mp?.
o Jo 0

4.2.2. Integral de superficie

Sea S una superficie parametrizada por r : 2 C R? — R3 y f : § — R una funcién escalar. La
integral de la funcién f a lo largo de S es la suma de las area ponderadas con la densidad dada por f:

Definicién 11. Sea S una superficie descrita por r :  — R3. La integral de f a lo largo de la superficie
S es

// f(u,0)]|0yr x Oyr|dudv.
Q

Ejemplos: 1. Esferas. Consideramos S = Si con la parametrizacion
r(u,v) = (pcosusinv, psinusinv, pcosv), (u,v) € [0,27x] x [0, 7].
y la funcién f : S2 € R* — R dada por f(z,y,2) = z. Restringida a la superficie S esta funcién es
fls = (f o P)(w,v) = peos.

Teniendo en cuenta que la funcién f tiene valores opuestos en el hemisferio norte y el hemisferio sur, la
integral deberia ser cero. El vector normal es

2 2

n = (—p? cosusin® v, —p®sinusin? v, —p? cosvsinv) = —p?sinv - (z,y, 2).

La integral de f a lo largo de S es

2m ™
// flnlldudv = / / pcosv| — p*sinv - |dudv =
Q o Jo

2m ™ ™
p2/ / pcosv|sinv| - dudv = 27rp3/ cosvsinvdv = 0.
o Jo 0
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Algunos Operadores Diferenciales Importantes

Roberto Giménez Conejero

17 de marzo de 2025

1. Operadores basicos

Estas notas incluyen una presenciaciéon de los operadores bésicos que usaremos
durante este curso. Diferenciaremos entre los que actan sobre campos escalares de
los que actiian sobre campos vectoriales. Son muy importantes en el estudio de
fendmenos electromagnéticos; si quieres saber més sigue este enlace AQ)UIL.

1. OPERADORES QUE ACTUAN SOBRE CAMPOS ESCALARES

Consideremos un sistema de coordenadas (z1,...,z,) en R™. Si  es un recinto
en R", y f: {0 — R es un campo escalar, entonces definimos los siguientes operadores
diferenciales.

= El operador gradiente

El gradiente de f es Vf = (g—afl, e ,%). En consecuencia, el operador gra-
diente se define como:

0 0
v.—(a_'/l;l7""a_%). (1)

Puedes saber mas sobre este operador: AQUI

= El operador laplaciano

El laplaciano de f es Af = g%’; + -+ 227{. En consecuencia, el operador
1 n
laplaciano se define como

0 0’
+-.-+w, o también A = V. (2)

n

A .

Oxy
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Observa que este operador es de segundo orden, es decir intervienen las derivadas
segundas para definirlo. Puedes saber més sobre este operador: AQUI

2. OPERADORES QUE ACTUAN SOBRE CAMPOS VECTORIALES

Consideremos un sistema de coordenadas (1, 72, z3) en R3. Si Q es un recinto en
R3 vy F:Q— R F = (F,F,, F3), es un campo escalar en 2, entonces definimos
los siguientes operadores diferenciales.

= El operador divergencia

La divergencia de F' es el campo escalar div(F') = g—i + g—fj + g—f;’. En conse-

cuencia, el operador divergencia se define como:

0 n 0 n 0
Oxry Oxy Oxs’

Puedes saber mas sobre este operador: AQUI

o también div(F) =V - F (3)

div .=

= El operador rotacional

El rotacional de F es el campo vectorial

ror(F) = (G- 92 )i (G0 - S0 7 (G2 - )R

En consecuencia, el operador rotacional se define como:

8$3 8x1

8$1 8x2

} ) i J ok
rot(F) =V x F=| 2 2 o | (4)
PH 2 }%

Puedes saber mas sobre este operador: AQUI

2. El algebra de los operadores diferenciales

Algunas identidades notables entre operadores son las siguientes.

= Aplicacién sobre porductos.

V(ow) = V(o) + V(8)o  Ve(eF) )
VX (FxG)=(VXF)-G—(VxG)-F, Vx(¢F)=V(¢)xF+ ¢V x F.


https://es.wikipedia.org/wiki/Operador_laplaciano
http://laplace.us.es/wiki/index.php/Divergencia_de_un_campo_vectorial#En_coordenadas_cartesianas
http://laplace.us.es/wiki/index.php/Fundamentos_matem%C3%A1ticos#Rotacional

s [dentidades de Green:

L V- (¢V) =V(9)  V(¥) + oV
2. V- (VY — V) = ¢V — hV24.
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1. Introducciéon

Estas notas incluyen una presenciacion de los teoremas basicos del célculo vec-
torial. Son tres; el teorema de Green (Teorem 2.1) para recintos de 2, y los teoremas
de Stokes (Teorema 3.1) y de la divergencia (Teorema 4.1) para recintos en R3. Los
tres relacionan la integracion sobre un recinto con la integraciéon en la frontera del
mismo. También es este el caso del Teorema Fundamental del Calculo para funciones
de una variable real, ya que si I = [a,b] entonces su frontera es I = {a,b} y el
resultado es

1= F@)=Fo)- Fla)

ze{b,a}

donde F' es una primitivia de f. Observa que en la féormula anterior hay implicito
un orden en JI ya que a < b. Este concepto se generaliza a mas dimensiones en el
concepto de orientacion del borde del recinto considerado, y sera estudiado en cada
teorema.

2. Teorema de Green. Formulacion general

Teorema 2.1. (Teorema de Green) Sea D un dominio de R* cuya frontera 9D es

una curva cerrada simple, horientada en el sentido antihorario. Sea F= (Fy, Fy) un
campo sobre un abierto que contiene a D U 0D.Entonces

or, O0F
Fidx + Fsd :// (———)dA. 1
éD ! 2 D Oz y ()
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Ejemplo 2.1. Sea D el tridngulo de R?* de vértices (0,0), (2,0) y (2,2). Calcula la
circulacion del campo F' = (sin(z), 2?y?) a lo largo de la trayectoria circular C = OD.
Para calcular esta circulacion basta usar el Teorema de Green y por esto calcular

L)

En concreto, como Fy = sin(z) y Fy, = 2%y , y el recinto se describe como
D={(z,yl0<z<20<y<uz}

la circulacion pedida se cal cula como

/02 (/Ox(%:y?’ — 0)dy> dr = ?

Observa que st parametrizamos el borde del tridngulo con la orientacion pedida la
complejidad de la integral aumenta. Una posible parametrizacion seria: parat € [0, 3]
definimos

—1)(0,0) +t(2,0) 0<t<1,
dt)=¢2—-1) 2,00+ (t—-1)(2,2) 1<t<2,
(3—1)(2,2) + (t—2)(0,0) 2<t<3

Nota 2.1. El Teorema de Green es vdlido en dominios mds generales. La frontera
en general puede estar formada por mds de una curva cerrada simple, pongamos
0D = C, U-UCs, y su enunciado general es

fora- (-

3. Teorema de Stokes

Para un campo F = (F1, Fy, F3) definimos el campo rotacial de F y lo denotamos
por rot(F') como el campo

} gk
o) =V x F=|a, 9, .| -
F F F (2)

(0,F5 — 0.F5) i 4 (0.Fy — 0,F3) ] + (8, F — 8,F) k

El teorema de Stokes es la extension a dimension 3 del Teorema de Green 2.1.
Se formula de la siguiente manera.



Teorema 3.1. (Teorema de Stokes) Sea S una superficie de R cuya frontera 0S es
una union finita de curvas cerradas simples, orientada positivamente respecto de la
normal exterior a S. Sea F' = (Fy, Fy, F3) un campo sobre un abierto que contiene

a S UJS. Entonces
fﬁd?://rot(ﬁ)d@. 3)
as S

Ejemplo 3.1. Calcula la circulacion del campo F = (sin(z), e¥ + 22, 2% 4+ 222) sobre
la frontera del triangulo de vértices A = (3,0,0), B =(0,2,0) y C = (0,0,1).
Para calcular esta circulacion basta usar el Teorema de Stokes y por esto calcular

/ /5 rot(F) - d§

En concreto, como F, = sin(z), Fy = 22 + €Y, F3 = 222 + 2* | su rotacional es
rot(F)=V x F=| 0, , 0. = (—4x)j + (2x)k.
sin(z) 2?+¢e¥ 2z%+ 21

Para calcular la integral de superficie tenemos que parametrizar la superficie S. En
este caso, como el tridngulo estd contenido en el plano —2x—3y+32z+6 = 0 tenemos
que la aplicacion de parametrizacion G estd definida soble el tridngulo plano ) de
vértices P = (0,0), Q@ = (3,0) y R = (0,2) por la formula:

(4)

6+ 22 + 3y
G<5’771/) = (5573/7 —> 3

3

para (x,y) en el tridngulo
2

El vector normal asociado a esta parametrizacion se calcula como sigue. En primer
lugar calculamos las dericadas parciales de la parametrizazion:

.Gt = (1,0,%) 9,6 = (0,1,1) (5)

lo que da el campo normal a la superficie

i(z,y) = 0,G x 0,G = (—;, —1, 1) . (6)



Observa que estd orientado positivamente porque su componente z, z = 1, es stempre
positiva. Con esta orientacion se tiene que

//S rol( F) - d5 — /Q(o,—4x,2x). (_g,_u) ddy — /Q(6zc)dxdy.

Esta integral se calcula usando el teoma de Fubini de integracion iterada para dar:

3 p—2a+2 3 9
/(Gx)dxdy:6/ / xdyd:cz(i/ x(——x+2> de =18 .
0 0 Jo 0 3

En consecuencia, el valor de la circulacion pedida es de 18u.

4. Teorema de la divergencia

Para un campo F = (Fy, Fy, F3) definimos el campo escalar divergencia de F y
lo denotamos por div(F') como el campo

o= = O0F  O0F, OF%
div(F) =V x F = 5 T a9 + o (7)

Nota 4.1. La tasa de circulacion a través de S se calcula usando este operador div
mediante el teorema de la divergencia.

El teorema de de la divergencia es la extension a dimension 3 ("solidos”) del
Teorema de Stokes 3.1. Se formula de la siguiente manera.

Teorema 4.1. (Teorema de la divergencia) Sea S una superficie cerrada que limita
una region W en R3. Supongamos que S es suave a trozos y orientada por vectores
normales que apuntan al exterior de YW. Sea F' un campo vectorial cuyo dominio

contiene a VYV. Entonces
//ﬁ.déz/// div(F) dV . (8)
S w

Ejemplo 4.1. Calcula la integral ffs F-dS donde S es la frontera de la caja VW =
[0,2] % [0,3] x [0,1], y el campo viene dado por F = (22, 2*, 7).
En primer lugar calcularemos la divergencia del campo dado. En concreto
oz 02" Oe?

w(F)=F=2" 4%
div(F) o + By + 5

= 2x + €.



Por otro lado, el solido VW ya tiene una descripcion adecuada para usar el teorema
de Fubini. En consecuencia,

///de(F)dV:/O2 (/03 (/O'I(QHQZMZ)dy)dx:
/02 (/03(2x+e1)dy> de — Ge + 6.

Luego el flujo pedido es de (6e + 6)u. en la direccion de la normal exterior a la
frontera de la caja.
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